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THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES 
ET DE LEURS INTÉGRALES. 


CHAPITRE L 


THÉORIE DES FONCTIONS SYNECTIQUES DE PLUSIEURS 
VARIABLES. 


I. — Préliminaires. 


La théorie des fonctions de plusieurs variables imaginaires 
est loin d’être aussi avancée que la théorie des fonctions 
d’une seule variable; c’est à M. Weierstrass que l’on doit 
les premières tentatives effectuées pour édifier cette théorie. 

Un ensemble de plusieurs variables indépendantes 2:, 
3, -.., Zn Constitue un point | Eine Stelle (Weierstrass)|. 
. Si nous supposons que 33, 3», ++, Zn Se MEUvVENt à l’intérieur 
de contours fermés simples C4, C+, ..., C,, nous dirons que 
les intérieurs de ces contours forment le domaine du point 
Z11 Sos. «> Zn (Umgebung). 

L. — Traité d'Analyse, AV. | I 


SOLS 
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Soit D un domaine du point z,, 3, ..., :,; la fonc 
Lion (31, 22, -.., 3,) Sera dite synectique dans le domaine D 
en question, si elle l’est par rapport à chaque variable, les 
autres étant censées constantes, toutes les variables restant 
d’ailleurs contenues dans le domaine D. 


II. — Des fonctions développables en séries entières. 


Nous appellerons série entière une série de la forme 
P,+ Pi+...+P,+..., 


Ps, P,, Po, ... désignant des polynômes entiers et homogènes 
en Z4, 2, «+ -., 2, respectivement des degrés 0,2, 20e 
pareille série pourra encore s’écrire sous la forme 


oo 
A 21 7V2 
Va Ve CMP els 
0 


À,,,... désignant un coefficient indépendant de 3,, 3, .... 
Bien que nous n'ayons pas exposé la théorie des séries triples, 
quadruples, etc., ce que nous avons dit des séries doubles et 
de la théorie de l’hyperespace suffit pour faire comprendre 
que la théorie des séries doubles s'applique aux séries mul- | 
tüiples les plus générales; nous nous appuierons donc, sans 
autres commentaires, sur la théorie de ces séries dans ce qui 
va suivre. 


THéorRÈme Î. — Les variables z,, z:, ..., 2, étantsup- 
posées contenues dans des cercles Gi, G:, ...,C,, de rayons 
Tu To, +. Tn décrits de l’origine comme centre/1stles 
modules des termes de la série 


(1) > PR TOR MSA RE. 


sont finis quand modz, = 7r,, modz, — 7», ..., cette série 
est convergente dans le domaine C,, C2, ..., C. | 
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En effet, la série 


6) DONC 


dans laquelle on suppose 
DES T1: Pa < l'a ... et fi>0, P2 > 0, da 


est convergente ; cela peut se voir de bien des manières et en 
particulier en observant que la somme des p premiers groupes 
homogènes de la série (2) est égale au produit 


ae PI Aie 8 tu pa Pa PE 
ER )+ =) +...+(— 1H )+... + (= ne. 
ri Zi ri la \72 


qui tend vers une limite finie pour p — . 


D emoduleden, ;,;lesnombres a, rs... 
étant finis par hypothèse, la série 


< ‘ à \ Vs 
(3) - Œy,,va,.. cite. . 


sera convergente, et par suite la série (1), dont les modules 


sont les divers termes de (3), est elle-même convergente 
MOOD 


Laéorgue IT. — Lorsqu'une série entière est convergente 
dans un domaine D composé de cercles décrits de l’origine 
comme centre, elle représente une fonction synectique dans 
ce domaine. 


Laéorëme IL. — Lorsqu'une fonction (31, 32, ..., 3) 


est Synectique dans un domaine D composé de cercles C;, 


CC: décrits de l’origine comme centre avec des 
rayons RS R:, -.., R,, elle est développable dans ce 


domaine en série entière. 


En effet, considérons les points æ,, æ», ..., æ, Contenus 
dans le domaine D, la fonction de £ 


PR CÉTR HER MT TN) 
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sera synectique par rapport à { dans un cercle décrit de l’origine 
comme centre avec un rayon un peu supérieur à un, et l’on 
aura | 


dr 


œ(é) — o(0)+ Ep 0) +, + To NA GA(O)=ES AR 


et, comme l’on sait (t. Ï, p. 141). 


0 0 ñ 
p(o)= (SE ai+... J tn) ) 


hs 


formule symbolique dans laquelle il faut supposer x, =0, 
Ze —0,... dans les dérivées; on en conclut le développe- 


ment de o(t) 


GULN= DD) ET ER SE Ka T1 + an.) + 


VS Se AU RES 


qui, ayant lieu pour { —1, donne 


HAEZTEZ s.#1Tn) 
of of Le 
—= ; Le Be EE rs RUE Se ET 
er (5 GA OT ar ; ui 
CorozLairre |. — St une fonction f(31, Z», ..., 3») est 


synectique dans un domaine D composé de cercles G,, 
Cs, ..., Cr, décrits autour des points Ge 
comme centres, elle est développable dans ce domaine en 
série de la forme 


d'A. (ai — 3) 1(32 — G2)Vr. 


Cette condition, suffisante pour que le développement soil 
possible, n’est Car nécessaire, comme on à voulu le faire 
dire à Cauchy et à ses disciples. 


Corollaire 11. — Les coeflicients du développement de 
J(31, 32, -..) peuvent se mettre sous forme d’intégrales dé- 
finies, ou, ce qui revient au même, on peut mettre sous cetle 
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te de ACTE Lo; ...) Tai: en effet, 


forme la dérivée oz 


on à 


Hz Ta -s) des 
COST LES 


31 — Zi 


#15 9 La, CSD 
L 131 d3o 
_Grv = er FRE CM 


re 4” ef Ver Ce) ….…, ri den 
(ar NET (31 — T1). "(Sn —Ln) 
les intégrales étant prises le long des cercles Cipauas ts be On, 
qui forment le domaine D et qui sont décrits des points 


Li, Lol... Ln Comme centres avec des rayons que nous 
supposons égaux à R,, Ro, «.., R,3; on en conclut 


Rp ‘Ho EU 1 n AD 39, ne) dz; dz2.….. 
DATES 2TV—1 En ŒHBhe 


et en particulier,.quand æ, = x: —... 


OX+B... f si I "fT- ACTE 39, « 7) dz;d22. - 
02F0æ8...  \omy—1 “has, ætpi, 


Si l’on fait 


= RiehV-1, Zo = R2e0:V—1, En 


on trouve 
QA+B+.. f is CE)". A AC GT; 39, .. +) e—taf+80,..) V1 d9; ds. A 
dx dx … 27 R? RP... CANCER 


Cette formule nous sera utile. 


Taéorëue IV. — Deux séries entières de la forme 
D Av. (st ar: di)"1( 232 Le. (22) "2. .., 
D Boiva. (21 ÊTES di)"1(29 PTE (2#) )V: ET 


qui sont égales dans un domaine de dimensions finies, ont 
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même domaine de convergence et représentent deux fonc- 
tions égales dans ce domaine; de plus, on a 


Aya. = ARE 


Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration. 


Taéorime V. — Une fonction ne peut rester synectique 
dans toute l’étendue du plan; en d’autres termes, une 
fonction quireste monodrome, monogène, finie et continue 
pour toutes les valeurs finies de ses variables, devient 
nécessairement infinie pour des valeurs infinies de ses 
variables, à moins de se réduire à une constante. 


Ce théorème peut se démontrer directement à l’aide de la 
méthode déjà employée pour le cas où la fonction ne dépend 
que d’une seule variable; mais on peut aussi le démontrer en 
observant que, si la fonction f(3,, 3, . .., Zn) était toujours 
synectique même à l'infini, il en serait de même de la fonc- 
uon f(z1, &, ..., a) obtenue en attribuant à 3, 33, ..., 2, 
des valeurs particulières a», a, ..., a», ce qui exige que la 
LONCHONN (ZT) Caire &n) Soit une constante, c’est-à-dire 


FTROT ) 
soit indépendante de z,. On a donc Ua 0, quels que soient 
03: 


Z1, A2, .. +; An, Où quels que soient 4,, z:, "7/1, par 
suite, f est indépendant de z,. On verrait de même qu'il est 
indépendant des autres variables : donc il est constant. 


III. — Théorème de M. Weierstrass. 


SONT TE ee Z,) une fonction syneclique à l’inté- 
rieur d’un domaine D contenant le point 


#1—= Z22—...— Zn = O0, 


et nulle en ce pount : si la fonction f(3,, 0, ..., 0), obtenue 
en faisant 2: = 33—=...— 2%} = 0 dans f( 21, 32, 3h), rest 
pas nulle, quel que soit z,, ilexistera un domaine D! con- 
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tenu dans D tel que l’on aura pour les points intérieurs à 
ce domaine , 


f — PY, 
P désignant un polynôme entier en z, à coefficients sy- 
nectiques en Z2, 23, : .-, £n Et ® une fonction synectique 


dans le domaine L' qui ne s’annule pas dans ce domaine. 


Pôsons. en effet, f— f(z,, 22... 8n); Jo — (1 0, -.., 0), 
(1) fi=fo—/; 


. 


la fonction /, a un nombre limité de zéros dans le domaine D, 
puisqu'elle est synectique et qu'elle n’est pas identiquement 
nulle; on peut donc supposer qu’elle n’a pas de zéro autre 
que o dans un cercle de rayon p; décrit de l’origine comme 
centre. La fonction /,, en vertu de (1), est nulle pour 3: — 0, 
2 0... z,—0, quelque soit z,; on peut donc supposer 
Que; Z2, S3, - -., Sn restant intérieurs à un cercle de rayon 5 
et 3, extérieur à un cercle de rayon p5<° 9, on ait 


mod fi << mod fo. 


Le domaine ainsi formé par la couronne circulaire de rayons 
Po et pa et par les cercles de rayons égaux à p, à l’intérieur 
desquels restent z, z:, ..., Zn, sera le domaine D. 
29 39 ) , 
Dans ce domaine on a 


Le 


log f = log(fo — 1) = log fo FE (&) 


1 


el, en différentiant par rapport à £1, 


| LAN NOER RS ATENE 
(2) “ 023: UT 03: a 2 nm fo ‘ 


si l’on suppose /, de la forme 


Ami + Am+131 "1 on DA 
10 m 7 Fe 
à si sera de la forme — + g(z1), 8(31) désignant une série 
0 1 ; #1 


ordonnée suivant les puissances entuères de 31, c'est-à-dire 
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ete 
trou 


une fonction synectique dans le domaine D’: quant 


sera développable sous la forme 


À + 0, 
Z1 


0 désignant une fonction synectique, ainsi que À, en sorte 


que 3 = (&)" sera développable en une double série ordon- 


: : : ve 192 : 
née suivant les puissances entières de 3, et de — à coefficients 
ZA 


synectiques en 3», £3, :.. Sa dérivée par rapport à 4, sera 


PL? = I 
une série de même forme ne contenant pas Pet en sorte que 
1 


la formule (2) s’écrira 


1 Of m < : * = 
(3) f 0: EURE, +eG)+ Qi +N os" 
0 2 


. nt , 
On voit que — LVORE sera la partie du développement 


I 0 ; j ‘ : , 
de - WE qui procède suivant les puissances de de cette partie 


NO: Z1 
a donc pour coefficients des fonctions synectiques de 3», 
Z3, +, 3n dans le domaine D. 


Ceci posé, en appelant &,, &, ... les valeurs de Z, qui 


annulent f, et qui ont un module moindre que celui de Pre 
on peut écrire (3) ainsi 


LOT RTL | Ç 
ai (2#) 
= + 2 +, g(z +D 2° 
OPTIONS MNEr ES g(&:) Qvsi, 
0 


Gi, 3, -.. désignant les degrés de multiplicité des zéros 
co 

%, L>, ..., et, si l’on observe que g(z1)+ Y O2 est une 
0 


fonction synectique À dans le domaine D’, et que l’on peut 
poser | 
P = 3% (31— 4 )m( 3, — CEDLER 


.. 


1,2 
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on déduira, en intégrant la formule précédente, 
ae Pef di. 


Or e//d£, est une fonction synectique que l’on peut appeler 
el qui ne s’annule pas dans D’; on a donc, dans Le domaine D, 


f=Py; 


or P est un polynôme entier en z,, et ses coefficients sont 


| 
synectiques na 2. puisque . se développe en une 
série à coefficients m, Q_», Q_:, ... synectiques. Ces coef- 
ficients sont Xx, Xa?, ...; les coefficients de P sont des fonc- 
tions entières de Ya, Xa?, ... : donc P est bien à coeffi- 
clents synectiques. CROATIE 

Il résulte de ce théorème de M. Weierstrass que, étant 
données des valeurs de 32, Z3, ..., zn, la valeur de 3,, qu'il 
faut y adjoindre pour annuler la fonction f{(z,, 2, :.., Zn), 
dans un domaine formé de cercles décrits de l’origine comme 
centre, ést racine d’une équation algébrique P — o à coeffi- 
clents synectiques : cela suppose que (31, 0, ..., o) n'est 
pas identiquement nul, c’est-à-dire que (31, 3°, ...) con- 
uent au moins un terme indépendant de 2:, ..., 3»; plus 
généralement, cela suppose qu'il y ait un terme qui ne con- 
tienne qu'une variable. 


IV. — Des diviseurs des fonctions synectiques. 


Nous dirons que la fonction w(z,, 3, ..., 31), synec- 


LIQUE pOur, — 32 —...— z, — 0, est dipisible par la fonc- 
tion d(3,, 32, ..., 3n), synectique dans le même domaine, 
si l’on a 
o = Vw, 
w désignant une nouvellefonction synectique dans ce domaine. 
Quand Ÿ(z,, ..., 3,) ne s’annule pas au point 


7 


DAS y A Ü, 
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ABS : ( . . 
est divisible par d; dans le cas contraire, L est infini, © ne 


peut pas être divisible par Ÿ, à moins que l’on n’ait aussi 
#(0,0,...,0)— 0 : ce dernier cas doit être examiné à part. 


e DER RREROS 


ù | A] Le À — —— 
Supposons donc v et Ÿ nuls pour 4, = 2%» 
effectuons la substitution linéaire 


21 = Yuili + Viola +... + Yinlns 
Z2 = Varti + Y22l2 +... + Vontn 


nm 


de module différent de zéro; les fonctions et Ÿ se transfor- 
meront en d’autres f{(£i, lost. M Un) et DOC ON 
Soient | 
Fo CAO AT ON): Lo = £ (ti: 0, 0 RON 

on peut toujours choisir la substitution de telle sorte que fo 
et 2, ne soient pas nuls identiquement; alors, en vertu du 
théorème de M. Weierstrass, démontré au paragraphe précé- 
dent, on pourra trouver des polynômes P et Q entiers en £, 
et à coefficients synectiques satisfaisant aux identités 


ESA Sr, 
Fet G désignant des fonctions synectiques dAis le voisinage 
de l’ origine. Nous supposerons 
P == te + Pi ‘À CA rod «+7 Dm; 


SE (44 girl Etre ei In: 


Pour que © soit divisible par 4, il faut et il suffit que 
le polynôme P soit divisible par le polynôme Q. 


En effet, pour que + soit divisible par Ÿ, il faut et il suffit 

que / le soit par g, ou que PF soit divisible par QG, ou enfin 
PAT: : | É : ; 

que GG soit fini dans un domaine de dimensions finies, con- 


Lena TÉPOIN Er 


nuls à l'origine, ni dans le voisinage de l’origine; pour que 
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ou - P ST ; + 
? reste fini, 1l faut et il suffit que — reste fini, ce qui exige que 


Ÿ Q 
P soit divisible par Q. 


V. — Sur les points singuliers. 


Nous avons dit que l’ensemble des valeurs de 3,, 3», ..., zu 
ou des points représentés par ces variables constituait dans la 
théorie des fonctions de plusieurs variables un point ana- 
lytique. En entendant le mot point dans ce sens : 

Nous appellerons point singulier ou critique d’une fonc- 
on (1,3, ..., Z,) un point où cette fonction cesse 
d’être monodrome, monogène, finie ou continue. 

Nous distinguerons deux espèces de points critiques pour 
les fonctions f qui restent monodromes, c’est-à-dire qui n'ont 
qu'une seule valeur en chaque point. Soit ai, &:, ..., 4 un 
point critique; s’il existe une fonction F(z,, z:, ...,%») 
synectique en ce point et telle que fF n'ait plus le point 
Ai, A2, +, An pour point critique, nous dirons que ce point 
est un point critique ordinaire de f; s’il n'existe pas de 
fonction synectique en &,, &, ..., an, telle que fF n'ait 
plus ce point pour point critique, on dira que le point cri- 
tique en question est un point essentiel pour la fonction f. 

Les points critiques ordinaires peuvent être des én/ftnis ou 
des points d’éëndétermination. Puisqu’un point singulier 
ordinaire de la foncuon f est un point tel qu'il existe une 
fonction synectique F jouissant de cette propriété que le pro- 


[d 


duit 9 = fF soit synectique, on en conclut que f — si 


° est différent de zéro au point critique, f est infini en ce 
point et le point critique sera ce que l’on appelle un tr/ftnt; 
mais, si o et F sont nuls à la fois, il pourra arriver que ® soit 
divisible par F; cependant nous devons faire abstraction de 
ce cas : le point considéré ne serait pas singulier; + et K 
pourront se mettre sous les formes P+ et QG (après leur avoir 
fait subir une substitution linéaire, si c'est nécessaire), P et Q 
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désignant des polynômes entiers en %, à coefficients synec- 
tiques en %2, 23, -.. et y, G désignant des fonctions synec- 


ti Le r t À est bien déterminé, mais le rapport 2 
iques. Le rapport & es ; PP ü 


est, en général, indéterminé et il dépend des rapports des 
variables ; on a alors ce que l’on appelle un point d’indéter- 
mination. | 

Ajoutons qu’un point à l'infini peut être singulier; si en 
un point les variables z,, 3:, ... sont infinies, le point sera 
dit singulier de même espèce que le point 3, = 0, 3: =0, ... 


de la fonction f(= ). 


Tuéorkme Î[. — Une série entière, c’est-à-dire dont les 
différents termes Vo, Vi, ..., Vm, ... sont des polynômes 
homogènes en 231, 32, ..., 2n de degrés O0, 1, 2, "Mme, 
respectivement et qui reste convergente pour toutes les 
valeurs finies de ces variables, a nécessairement un point 
essentiel à l’infini. 


Posons en effet 
(1) J(21: Z23 - y Z2n)= Vo+ Vi. + NVm+..s 


si à l'infini f(z,, ...) ne présente pas de point essenuel, 


RAA: I j 
1e oo) = n’en présentera pas non plus, en suppo- 
A Lu Ge en 
L « LU I 
sant nulle l’une des variables z/, c’est-à-dire que / (2 .… ) 
1 


pourra se mettre sous la forme 


Fe I HÉPAETEMRErTs 
@) ff 2e nr En), 


Æ1 


Get H désignant des séries entières ou, si l’on veut, des fonc- 
tions synectiques à l’origine. Or, si cela était possible, en po- 
Sant 2, — Ait, 22 — ot, .., 2n = Anteto(t) —=ÿf(art; at) 
(1) deviendrait | 


(3) o(t)= A+ At+...+ AE +...; 
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@(t) serait synectique par rapport à £ et présenterait en 
général un point essentiel pour £ — (nous supposons bien 
entendu, ce qui est possible, les & tels que les À ne soient 


eut t 
pas identiquement nuls); la fonction {= PnODEE =) » di, 
1 2 Zn 


G», «.. n'étant pas nuls, serait également douée d’un point 
I I I 


2 SEAT 


essentiel à l'infini ef ) d’un point essentiel 
à l’origine. Mais cette fonction s’obtient en faisant 3, — «it, 


1 \ 4 
dat. dans ff AE on aurait donc 
; 1 


f Ll I _ G(ait, Lier) 
ait dit. PA Ve PART A MDN 


- cequi est absurde si l’origine est un pointessentiel, G(a,£, ...) 
et H(a,t, ...) étant des séries convergentes ordonnées sui- 
vant les puissances croissantes de £. 


Tuéorème Il. — Une fonction synectique en chacun de 
ses points, excepté à l'infini, et qui n’a pas de points 
essentiels méme à l’infint, est un polynôme entier. 


Une pareille fonction, en effet, est développable par la 
série de Maclaurin et le développement doit avoir un nombre 
limité de termes ; sans quoi, en vertu du précédent théorème, 
la fonction aurait un point essentiel à Pinfini. 


Taéorkme II. — Une fonction toujours synectique, 
excepté en certains points singuliers, el qui n'a pas de 
points essentiels même à l’infini, est une fonction ration- 
nelle. 


En effet, soit f(31, Ze, +++, 3n) une fonction sans points 
essentiels, mais synectique, excepté en certains points singu- 
liers : si l’on donne à 22, ..., z, des valeurs fixes, la fonction 
f se réduira à une fonction synectique de 3,, excepté en cer- 
tains points où elle pourra être infinie sans avoir de points 
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essentiels ; elle sera donc rationnelle et pourra se mettre sous 


la forme 
7 } mi 
fa Ze 7 Ve AO A FIST 
PE #7 PT = 24) Eee 
HN av. Bo + B131 +...+B,27 


A, À, + Bo; B1, . . . désignant des foncÜivns de 

Si, dans cette formule, on donne à z, des valeurs différentes 
en nombre égal à p + q +1, on aura p + q +1 équations 
du premier degré en As, A,, ..., Bs, B;, ... qui détermine- 
ront les rapports de ces quantités à l’une d'elles, ces rap- 
ports dépendront de fonctions rationnelles des valeurs de 
frs 32, +. Zn) pour les diverses valeurs de 3,5 ce-seront 
donc des fonctions synectiques de 3,, ...,z,, excepté en 
certains points singuliers non essentiels. 

Considérons l’un de ces rapports, ou, si l’on veut, lune 
des quantités À, B, on verra comme tout à l’heure qu'elle est 
rationnelle par rapport à z, et que ses coefficients sont synec- 
tiques par rapport à 33, 31, -.., %», excepté en des points 
singuliers non essentiels, et ainsi de suite. Donc 


J (za, 923 +.) Zn) 


est rationnelle par rapport à toutes ses variables. 
C. O2 


VI. — Sur les intégrales multiples des fonctions de variables 
imaginaires. | 


Le premier qui se soit occupé des intégrales doubles des 
fonctions de variables imaginaires est M. Marie (XLIV-Cahier 
du Journal de l’École Polytechnique. — Sa théorie des 
fonctions imaginaires, Comptes rendus, 1853). En 1868, 
J'ai fait connaître une formule analogue à celle de Cauchy et 
qui permet, au moyen d’une intégrale multiple, d'exprimer 
une fonction des solutions de plusieurs équations simultanées : 
enfin, MM. Picard et Poincaré ont essayé, ce dernier surtout 
(Acta mathematica, 1883), d'édifier la théorie générale des 
intégrales multiples des fonctions de variables imaginaires. 


_ de 
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Nous allons analyser son Mémoire, en nous bornant au cas 
de deux variables. 
Soit f(x, y)une fonction de deux variables imaginaires x, y, 
SOIT 
G—=E+nÿ—r, y=Ë+n vi; 


imaginons que l’on établisse entre £, n, £', n’ deux relations 
ou, si l’on veut, que l’on pose 


È = ®1(s, €), n = pe(s, t), 
= pa(s, é), ns, t). 


Formons l’expression 


f(x, y)dx dy = f(x, y)(dé + dn V—1)(dt + dn'—1) 
= f(æ, 7) [dE dE — dn dn') + V—1 (dé dn' + dn dë')|; 


nous appellerons intégrale double de f(x, y) dx dy et nous 


désignerons par le symbole 


f. J(x, y )dx dy 


l'expression 
0(6:6)  V(n,n) 
LIVRE 2Dbco cc 
CE M) en 
si HSE FIEMS OU ROUE las des 


l'intégrale double en question est donc & priori suscepuble 
d’une infinité de valeurs qui dépendent de la nature des rela- 
tions établies entre £, £!,n, n!, 5, €. 

S1 l’on considère le point défini dans lhyperespace (t. Ill, 
p. 182) par les variables 6, n, €’, n/, établir entre ces variables 
deux relations, c’est les obliger à décrire une variété à deux 
dimensions, une surface : l'intégrale (1) sera prise le long de 
cette surface qu'il faudra, pour achever dedéfinir l'intégrale (1), 
limiter à un certain contour que l’on se donnera au moyen de 
certaines inégalités entre s et £; voilà donc le symbole 


fe naxar 
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nettement défini, et il ne nous reste plus qu’à faire connaître 
ses principales propriétés. 


VII. — Sur une classe particulière d'intégrales doubles. 


Désignons par june fonction des variables x,, &o, ...,æ 
qui jouira des propriétés suivantes 


fii=—fji fui; 
posons dans cette fonction 
Ti = A(s, d), To = Vos, t), 9 


et considérons l'intégrale double 


\— IDE ds dt 


prise le long d’une certaine surface limitée par un contour 
fermé C, le signe Ÿ devant s'étendre à un système de n valeurs 


données aux lettres £ et 7. On pourra encore écrire 


DIET 


cherchons la condition pour que l'intégrale V ne dépende pas 
de la surface le long de laquelle on intègre quand le contour C 
reste invariable ; à cet effet, imaginons que les + deviennent 


f ; : : è OV 
onclons d’un paramètre « et exprimons que Se estnul;ona 
OV 20 Ofij OT} 07; 0x ; 
UD re 
+; 07; 
+ [Du SE DENT UE 
0x; dx 
as fs 2 is not dd. 


Nous désignerons par À, B, Cles intégrales qui figurent au 
second membre, en sorte que 


0 ! 
AP RTE 


(1) Te 
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1 Ofi; 0Tx 07; 02; 
A=ffSYSES ae 
2 ®T; 02; 
: = [IAE A ge 


Intégrant par parties et observant que, sur le contour limita- 
teur de la surface, les x ne varient pas, 


à 02 PT; dm Ôfi; 0æx 07; 0%: \ 
B=—ffY[r Os 0 0x  Æd0Ty 05 O0 [war 
on trouve de même 
‘si a tj NO Ôfi; 0xx Or 0) 
Cf Ylr Te + EE De GE | ds de, 


et, par suite, la formule (1) devient, en observant que les 
termes en /;; se détruisent, 


> Ge F7 ot ds dt 04 2e He A 


On peut encore écrire celte formule ainsi 
OV 1 Ofij Of ;ke , fi (Tr, Li, dj) 
a JD a] Te + 0T; ddr} O(æs,t) à 


OV: ; k 
et alors, pour que 5 Soit nul, il faut que le coefficient de 


on a 


OCT, Tir y) le soit, sans quoi on pourrait prendre ce déter- 
(a, s, t) j 


. é AU . OVER 
minant de signe contraire à son coefficient et rendre 7 nÉga- 
uf. Ainsi, pour que l'intégrale V soit indépendante de la 
surface d'intégration, il faut et il suffit que l’on ait 

) Ofri 
(2) Qi Lie Bee, 


OZ je OT; OT ; 


VIIT. — Extension du théorème de Cauchy. 


Par définition l'intégrale double fe f(æ, y) dxdy est, 


L. — Traité d'Analyse, IV. 2 
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comme nous avons vu au $ VI, la valeur de l'intégrale ordinaire 


CÉE) PNO Ur AS 
38 fe, 2e D) o(s,t) | 
—_—D(E;, n°) : (m6) 
+ V—I d(s, t) TT Rte | ds dt 


ou, en remplaçant f(x, y) par X + Y 220 
TRRO RE (6, n) 
STE RES + GS 


Er (nm E) y d(n, n°) 
UNIV I D) TER (XV En AG ds dt. 
Les quantités /;; sont, en posant 
ri, 1 — Las, RE = Ty 


far =.0; fi = 0, fis=X+Y V1, Ju NE 


et il est facile de voir que les relations analogues à la or- 
mule (2) du paragraphe précédent sont 


o(X VESTE NY) D. a(xX + YVE 


0Ë Une 04 
XV ETS OX ETES 
a | 

0Ë on ? 


lesquelles sont satisfaites en vertu des relations 


DEAR EUX OY 
OP PT LEON" NUE 
OX 0Y 10, 0x oY 
DOC TION à IEEE 


On peut donc dire que : 


L'intégrale [ [ fx, y) dx dy est indépendante de la sur- 


face le long de laquelle on la prend, le contour qui limite 
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celle surface restant le même, pourvu que, en se défor- 
mant, la surface d'intégration ne rencontre pas de point 
pour lequel la fonction f cesserait d’étre synectique. 


Si nous conservons le nom de points critiques aux points 
de l’hyperespace &, #', r, n’, pour lesquels la fonction f cesse 
d’être synectique, ces points formeront une surface continue, 
au moins en général, car l'équation 


UD) — 00 ou X1+YiVÿ—1=0 
se décompose en deux X, — 0, Ÿ,— o entre quatre variables 
ee à LAVER | 
S fi; ce fi, « 
Nous bornerons à ces quelques notions la théorie des inté- 


grales multiples, dont il n’a pas encore été fait beaucoup d’ap- 
plications. 
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CHAPITRE I. 


THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


I. — De l'irréductibilite. 


Une fonction rationnelle de plusieurs quantités, @, b, €, 
est le quotient de deux polynômes entiers par rapport à ces 
quantités; mais on donne parfois au mot rationnel un sens 
plus restreint : ainsi l’on dit qu'un polynôme en a, b, c, ... 
est rationnel quand ses coefficients numériques sont eux- 
mêmes des nombres rationnels. | 

Quand on veut étendre cette acception du mot rationnel, 
on dit quelquefois que l’on adjoint des quantités «, &, 
y, -..; un polynôme qui n'était pas rationnel dans le sens 
que nous avons donné tout à l’heure devient rationnel, sl 
l’est par rapport à &, d, c, ... et par rapport aux quantités 
adjointes a, 5,4... 

Par exemple, &? — 2 ÿ2x +1 n’est pas un polynôme ra- 
uonnel, mais il devientrationnel, si l’on adjoint le radical V2. 

Les quantités adjointes peuvent être en nombre infini; on 
peut adjoindre, par exemple, toutes les irrationnelles réelles : 
on peut adjoindre tous les nombres, mais non les imaginaires ; 
on peut adjoindre tous les nombres, même les nombres ima- : 
ginaires. On peut adjoindre à un polynôme tous ses coeffi- 
cients et même leurs racines carrées, etc. Un polynôme F(x) 
entier en æ est dit trréductible quand il n’admet pas de 
diviseur rationnel. Üne équation algébrique F(æ)—0 est 
trréductible quand son premier membre est un polynôme 
irréductible. | 
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L'irréductibilité d’un polynôme ou d’une équation dépend 
donc de la manière dont on définit les polynômes rationnels. 
Tel polynôme irréductible devient immédiatement réductible 
par l’adjonction de certaines quantités. 

Par exemple, le polynôme æ? — 2 est irréductible; mais il 
acquiert les diviseurs rationnels x — V2 et © + V2, si l’on 
adjoint l’irrationnelle V2. | | 

Ainsi, toutes les fois que nous parlerons d’un polynôme 
ou d’une équation irréductible, il sera sous-entendu que la 
définition des quantités rationnelles a été donnée avec pré- 
CISIOn. 

Nous commencerons par démontrer, ou par rappeler une 
proposition fondamentale sur les équations irréductibles. 


Laéorème. — Si une équation algébrique f(x) — 0, dont 
le premier membre est un polynôme f(x) rationnel, admet 
une racine d’une équation irréductible F(x)— 0, elle les 
admet toutes, et l’on a 


(TGNrE J(æ)=T[F(+)]7Q, 


q désignant un nombre entier et Q un polynôme qui ne 
s’annule pas avec F(x). 


En effet, si f —o et F — o ont une racine commune, fetF 
ont un diviseur commun D, qui sera nécessairement rationnel, 
puisqu'on pourra le trouver par la méthode du plus grand 
commun diviseur qui n’introduit pas d’irrationnalités autres 
que celles qui existent dans f et F et qui sont censées 
adjointes. 

Ce diviseur commun ne peut être que F(x); car, si F(x) 
avait un diviseur autre que lui-même et rationnel, ilne serait 


J(æ) 
F{æ) 
pas de diviseur commun, ou F(x) est encore ce diviseur 
commun, et ainsi de suite; si f(æ)admet le diviseur[F(x)]2, 


pas irréductible; de deux choses l’une, ou etF(x) n’ont 
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et si EN n'admet plus de diviseur commun avec f(x), on 
aura 
CORRE 
FGF Ÿ 


Q désignant un polynôme entier, ce qui démontre la for- 
mule (1). 

Le théorème en vertu duquel, si une équation à coefficients 
réels admet 7 fois 4 + CNET, pour racine, elle admet aussi 
n fois la racine & — B/— 1, est un corollaire de celui-ci ; dans 
ce Cas, 


f 


F(æ)=(x—a—8y—1)(x—a+8y—1)=tr ap 


IT. — Des fonctions algébriques. 


On appelle fonction algébrique de plusieurs variables 
Li, Le, .-., ÆA une foncuon y de ces variables dont la va- 
leur est donnée par une équation irréductible 


F1; Ta, CRE Tr, Y)=0; 


c'est-à-dire telle que f désigne un polynôme entier en x;, 
Lo, c++; Zn, Y N'admettant aucun diviseur rationnel par rap- 
port à ces variables. Sont donc considérées comme adjointes 
toutes les quantités indépendantes de æ1; Zi RE et y. 

Nous n’étudierons guère dans ce qui va suivre que les fonc- 
uons algébriques d’une seule variable; elles sont définies, 
d’après ce que l’on vient de dire, par des équations irréduc- 
bles de la forme 

JV) 0; 


c'est-à-dire telles que f(x, y) désigne un polynôme qui n’ad- 
met pas de diviseur entier en x et y. Si f(x, y) admettait un 
tel diviseur, il pourrait se décomposer en facteurs o(æ, V)s 
dx, y), ... irréductibles, et alors chacune des équalions 


p(t, Y)=0, Y(x, y)= 0, 
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servirait à définir une fonction algébrique : toutes ces fonc- 
tions algébriques seraient en général distinctes. 

C’est ce qui ressortira plus clairement de l’étude que nous 
allons faire aux paragraphes suivants. Bornons-nous à faire 
observer que les équations © — 0, d — 0 ne peuvent définir 
des valeurs de y toujours égales, quel que soit æ, que siv et 
Y sontidentiques à un facteur constant près, puisque ces deux 
équations sont irréductibles. | 


Une fonction algébrique ne peut satisfaire à la fois à 
deux équations irréductibles différentes. 


Sans quoi, ces équations auraient un facteur commun né- 
cessairement rationnel, puisqu'il serait donné par la méthode 
du plus grand commun diviseur, et ne seraient pas 1rréduc- 
ubles. 

L'ordre d’une fonction algébrique est l’ordre de l’équation 
irréductible qui sert à la définir: cet ordre est compté ordi- 
nairement par rapport aux deux variables æ et y, mais on peut 
l’estimer quelquefois par rapport à la seule variable y. 

Une fonction algébrique, d’après ce que l’on a vu (t. I, 
p. 348), est continue, monodrome et monogène à l'intérieur de 
tout contour ne contenant pas de point pour lequel l'équation 
irréductible qui la définit acquiert une racine multiple ou 


infinie. 


III. — Théorème fondamental de Gallois. 
Sotent 
(1) f(æ)=0 


une équation algébrique, Lo, 1, +++, Æn-1 868 racines ; 
soit 

Vo (To Lis +.) Tn—1) 
une fonction rationnelle de ces racines qui prenne n! va- 
leurs distinctes quand on permute les lettres x5, &1, +++; 
Ln_\:; st les racines Lo, Li,-.., Ln_1s0nt inégales, on pourra 
exprimer Lo, Li, Lo, -.. r'alionnellement ou moyen de V. 
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[ La! fonction f(x) n'est pas nécessairement irréductible.] 

En effet, permutons dans V les racines x,,æ», ...,æ,_, de 
toutes les manières possibles, V prendra 1.2...(n—1)=u 
valeurs distinctes V,, V,, ..., V,_,et l'équation 

(V— Vo)(V = Vi). VV 

qui aura pour racines V,, V,, ..., pourra se mettre sous la 
forme ; 
(2) ENNE T5) = 0, 


F(V,z;,) désignant une fonction rationnelle de V et de ,: 
car les coefficients de cette équation en V sont fonctions 
symétriques des racines æ1, Zo, -.., Œn_4 de l'équation 


Een 


FR 


LT — Lo 


et sont rauonnels en z,. Mais, l'équation (2) ayant pour ra- 


cine V,,ona 
HAVO, T0) =10: 


Donc l'équation 
(3) F(Vo, æ)= 0 


a pour racine ?,; les équations (1) et (3) ont donc une racine 
commune. Je dis qu’elles n’en ont qu’une, et, en effet, si elles 
en avaient une autre, æ, par exemple, on aurait 


FÉVR ES, 
ce qui est absurde, car on a 
FCV: zo)=(V — Vo}(V — Vi)... 
et, en changeant x, en +, etx, en x. 
FEV, a1)=(V— Vi) = VOS 


Vos Vis... désignant ce que deviennent V,, V,, .… quandon 
permute x, et æ,. Ces valeurs par hypothèse sont différentes 
de Vs, V,,..., donc on ne saurait avoir F(V:: mi} = 00e 
équations (1), (3) n’ont donc que la seule racine commune Los 
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que l’on pourra trouver par les méthodes connues, et qui sera 
fonction rationnelle de V, : on aura de même les autres 
racines. 


REMARQUE. — To, Zi, ..., &n_, étant fonctions rationnelles 
de Vos, V, sera fonction rationnelle de V, : on voit donc que 
toutes les racines de l'équation F(V, x,) s'expriment ration- 
nellement au moyen de l’une d’elles. 


Cororraire Î. — Ætant données tant de fonctions al- 
gébriques que l’on voudra, on peut les considérer comme 
fonctions rationnelles d’une même fonction algébrique. 


S1 les fonctions algébriques données sont distinctes, on 
pourra toujours former une équation (E) réductible ou non, 
admettant ces fonctions algébriques pour racines et n’ayant 
pas de racines égales: 1l suffira pour cela de multiplier entre 
elles les équations irréductibles auxquelles satisfont les fonc- 
_uons données. L’équation résultante n’aura pas de racines 
égales, car les équations irréductibles données n’ont pas non 
_ plus de racines doubles; sans quoi elles admettraient des 
diviseurs rationnels fournis par la méthode des racines égales ; 
les équations irréductibles en question n’ont pas non plus 
de racines communes, sans quoi elles ne seraient pas dis- 
tinctes, et l’on n’emploiera une équation irréductible qu’une 
fois, quand deux des fonctions données satisferont à cette 
équation. 

Alors, en vertu du théorème que nous venons d'établir, 
les racines de l’équation (E), parmi lesquelles sont nos fonc- 
tions algébriques données, pourront s'exprimer en fonction 
rationnelle d’une fonction des racines de (E) convenablement 


choisie. 


IV. — Étude et classification des points critiques. 


On appelle point critique d’une fonction, comme l’on 
sait, tous ceux où cette fonction cesse d’être monodrome, 
monogène, finie ou continue. 
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Les fonctions algébriques possèdent deux espèces de points 
critiques : les pôles où elles deviennent infinies sans cesser 
d’être monodromes, et les points al/gébriques ou de ramifi- 
cation, autour desquels elles cessent d’être monodromes : un 
point critique peut être à la fois un pôle et un point de rami- 
fication. 

La classification des points critiques des fonctions algé- 
briques a été faite par Puiseux (t. XV du Journal de Liou- 
ville, 1°° série) à peu près comme il suit : 

Considérons l'équation irréductible de degré m 


(1) CR AENOS 


Les points critiques que nous étudierons tout d’abord seront 
censés tels que y y reste fini; ils sont alors donnés, comme 
nous l'avons fait observer (t. IT, p. 348), par les équations 


= 0 et of 
OV 
ou 
(2) is #0; 
; of 07e ®f 
en dénotant par fi, fo, fi1, ... les dérivées dx” 07 Ve 


Cette équation (2) ne saurait être identique, sans quoi(1)aurait 
une racine double quel que soit x et admettrait un diviseur 
rationnel; elle ne serait donc pas irréductible, comme on l’a 
supposé. 

Soit donc &, b une solution commune aux équations (1) 
el (2). Posons 


T=a+EË, Y=b+N; 


l'équation (1) deviendra 
JA D EN) = 0; 


Si l’on développe son premier membre par la formule de 
Taylor, eile prend la forme 


(3) DETTE 
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elle ne contiendra pas de terme indépendant de & et r, car 
ce terme est /(a, b)—0; elle ne contiendra pas non plus de 
terme en n, car le coefficient de ce terme est f,(a, b)—0; 
mais elle contiendra un terme au moins indépendant de à et 
un terme indépendant de £, sans quoi elle serait divisible 
par ñ ou par £; f(x, y) serait divisible par y — b ou x — 4, 
et l'équation (1) ne serait pas irréductible. 

Ceci posé, on sait que l’on peut, soit par la méthode (t. IT, 
p- 149) algébrique de Minding, soit par la méthode géomé- 
trique de Newton, trouver les racines n infiniment petites 
d'ordre y par rapport à £; toutes les racines n infiniment pe- 
tites par rapport à £ sont d’ailleurs d’un ordre fini et com- 
mensurable. 

Nous supposerons donc que l’équation (3) possède n, 
racines d'ordre v,, n: racines d’ordre », ..., ny racines 
d'ordre »,. Considérons en général le groupe des 7» racines 
_ d'ordre y: l'équation (3) pourra se mettre sous la forme 


» désignant un polynôme homogène en n et £V, el = dési- 
gnant un infiniment petit d’ordre supérieur. Si l’on con- 
sidère l’équation | 
(4) (x, t) A0; 
elle aura 7 racines &,, , ...,2,, et les racines d'ordre y de 
4 =} la PF, \ 
l'équation (3) auront pour valeurs approchées «4 €, 426, ..., 
d- rE—o les val 
car ;, aura pour Ph les valeurs ai; de - 
Si y est entier, les valeurs approchées de n seront mono- 
dromes autour du point o, et il en sera de même des valeurs 


exactes ; en effet, les valeurs exactes de diffèrent infiniment 
. 


, 1 
peu des valeurs approchées à; on peut donc poser DE + W, 


w désignant un infiniment petit, et alors on aura 


n = EVa + wéY. 


{ 4 * 1 
4 
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Les diverses valeurs exactes différeront donc des valeurs 
approchées d’infiniment moins que celles-ci ne diffèrent 
entre elles, et, par suite, ne sauraient se permuter les unes 
dans les autres. Ce raisonnement toutefois tomberait en défaut 
si l'équation (4) avait des racines égales. Nous reviendrons 
sur ce cas tout à l'heure. 


_Sivyest fractionnaire de la forme © q et p étant premiers 


entre eux, les valeurs approchées 4, Ë", a, ... ne seront 
pas monodromes autour de l’origine; en effet, si l’on pose 


&— reW-1 et si l'on fait varier 0 de 2, L_ es RER 

PT RS 
multiplié par e7Y-'etne reprendra sa valeur primitive que 
quand le point Ë aura tourné q fois autour de l’origine (ou le 
point æ q fois autour du point a). Mais, les diverses valeurs 
approchées de n étant racines de o(n, ©) 0, il faut que ces 
valeurs se permutent les unes dans les autres ; ilen sera de 
même des valeurs exactes den, car elles ne diffèrent des valeurs 
approchées que de quantités infiniment moindres que celles 
dont elles diffèrent entre elles. 

Les racines d’ordre y se partageront donc en groupes de 
racines se permutant les unes dans les autres, ou restant 
monodromes si y est entier. Cette conclusion ne tombera en 
défaut que si l'équation (4) a des racines égales. 

Supposons donc que l'équation (4) ait des racines égales : 
changeons encore de variables et posons | 


l’ L ÿ y Di 4 L 
équation (1) pourra s’écrire 
PÜN5 1) He —0, 


e, étant un infiniment petit; soit 4! une racine multiple de 


LA 


p(n,1)=0; 
posons 


n' ds x + 1”, 
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l'équation précédente prendra la forme 
SAGE +9; 


À,8 désignant un coefficient constant. On discutera cette 
équation comme l'équation proposée. 

: En résumé, on voit qu'autour d’un point où f(x, y)—= 0 
acquiert des racines égales, les diverses valeurs de y qui 
deviennent égales se partagent en groupes de racines se per- 
mutant les unes dans les autres quand le point x tourne 
autour du point critique, un groupe pouvant d’ailleurs ne 
contenir qu’une seule racine, qui, par suite, est monodrome. 

La discussion précédente ne s’applique pas au point situé 


oc A ‘ : : Re I 

à l'infini : mais, si ce point est'critique, on posera x — —; dans 
? 2 I ) P CT 

l'équation f(x — 0, et l’on étudiera facilement les varia- 

s q 2 % à ? 

tions de y provenant des variations de x dans le voisinage du 

point à l'infini en faisant varier le point x’ autour de l'origine. 


Il reste à examiner ce qui se passe autour d’un pôle de la 
fonction y, c’est-à-dire autour d’un point qui rend cette fonc- 


re . . I 4 e 
tion infinie ; on le fera en changeant y en 7 dans l'équation 
f(æ, y)= 0; les variations de y’ feront alors connaître celles 
de y. 

V. — Des lacets. 


Soit a( fig. 1)un point critique d’une fonction quelconque ; 
autour du point a comme centre décrivons un cercle BCD de 


Fig. 1. 


rayon infiniment petit, imaginons que l’on enlève une portion 
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infiniment petite DB de la circonférence et que l’on fasse 
parur de B et D deux lignes infiniment rapprochées l’une de 
l’autre, AB et DE ne se coupant pas, la figure ainsi formée 
porte le nom de lacet relatif au point critique a. Le lacet 
ainsi formé est censé parcouru dans un certain sens : ce sens 
est direct si le point décrivant a l’intérieur du lacet à sa 
gauche; le sens est rétrograde dans le cas contraire. D’ail- 
leurs l’aire infiniment petite du lacet ne doit contenir aucun 
autre point critique que le point a, le contour même étant 
à ce point de vue censé faire partie intégrante de l’aire. Sup- 
posons le lacet parcouru dans le sens direct par un mobile qui 
partira alors du point À; ce point À est l’origine ou l'entrée 
du lacet, le point E placé vis-à-vis en est l'extrémité ou la 
sortie, AB et DE sont les bords du lacet. Le bord que l’on 
parcourt en ayant l’aire du lacet à gauche ou quand on che- 
mine dans le sens direct est le bord droit, l'autre est le bord 
gauche; on dit aussi la droite et la gauche du lacet. La por- 
uon BCD est la circonférence du lacet. 


VI. — Variation d'une fonction algébrique le long d'un contour 
quelconque. 


Considérons maintenant un chemin quelconque C allant 
de æ, en x, ; donnons-nous en x, la valeur initiale de la fonc- 
uon algébrique y, et proposons-nous de calculer la valeur 
que prendra y en +,, si l’on fait suivre à la variable x le chemin 
donné C. 

Observons à cet effet que l’on peut remplacer le chemin C 
par un autre C/ provenant de la déformation continue du pre- 
mier, pourvu que, entre deux chemins successifs conduisant 
de la forme C à la forme C, il n’existe aucun point critique 
algébrique de la fonction y; ou, si l’on veut, pourvu que, 
dans sa déformation, le chemin ne rencontre aucun point 
critique algébrique, car entre ces deux chemins successifs la 
fonction restera monodrome. 


Imaginons qu’en chaque point critique on plante un piquet 
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rond et que, attachant un fil en x,, on lui fasse suivre le con- 
tour donné C et traverser un anneau planté en x, ; cela fait, 
urons le fil en x, de manière à le tendre; en se déformant, 
ce fil figurera divers chemins conduisant à la même valeur 
de y en C, que le contour primitif; car jamais le fil ne pourra 
franchir un point critique, grâce à l’action des piquets fichés 
en ces points, considérons alors le fil complètement tendu; 
il affecte la forme d’un polygone ayant ses sommets en x, 
en æ, et aux points critiques : seulement quelques côtés 
pourront être formés de la juxtaposition de plusieurs brins; 
de même les piquets plantés aux points critiques pourront 
être partiellement embrassés ou complètement entourés une 
ou plusieurs fois par le fil. 

Imaginons alors que, laissant le fil hbre de glisser dans 
l'anneau x,, on vienne pincer chaque côté du polygone et 
urer le fil de manière à l’amener en +, ; enfin, entre le fil et 
chaque piquet embrassé par le fil, introduisons un piquet et 
ürons avec ce nouveau piquet de manière à amener le fil en x, : 

_ la nouvelle figure affectée alors par le fil constituera encore 
un chemin équivalent à C, mais ce chemin est évidemment 
composé de lacets suivis du chemin rectiligne æ,x,; donc : 


Taéonime. — Quand il s'agit de savoir quelle valeur 
prend une fonction algébrique y en un point x, quand la 
variable suit un chemin x, +,, la valeur de y au point de 
départ étant y, on peut remplacer ce chemin par un autre 
formé d’une série de lacets ayant leur origine en x, et du 
chemin rectiligne x ti. 


Il ne reste plus qu’à étudier l'effet d’un lacet. Supposons 
qu'à l'entrée du lacet la valeur de la fonction y soit y; 
lorsque la variable æ, suivant le bord droit, sera arrivée sur le 
petit cercle y, elle y acquerra la valeur y, ; quand la variable x 
aura décrit le petit cercle et sera venue sur le bord gauche 
du lacet, ou bien y reprendra la valeur y, et le point critique 
sera de nul effet sur la valeur considérée de y, ou bien y 
acquerra la valeur y, différente de y, et le long du bord 
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gauche du lacet y prendra des valeurs différentes de celles 
qu'il avait sur le bord droit, car le long des bords du lacet il 
n'existe pas de point pour lesquels la différence de deux 
valeurs de y soit infiniment petite; y reviendra donc en x, 
avec une valeur différente de sa valeur initiale. 

Dans le premier cas, on dit que le lacet est inactif; dans 
le second, 1l est acuf. 


Taéorëme. — Sr l’on part du point x, avec la valeur 
initiale y, de y, il existera toujours un contour fermé tel 
qu'en revenant en x, après l’avoir parcouru, y prenne 
une quelconque y; des valeurs y1, Ya, ++, Ym racines de 
l'équation f(xo, Y)—= 0, 


(1) CAS D 20 
désignant l’équation irréductible qui définit Y. 


En effet, supposons que y ne puisse prendre en æ, que les 
valeurs 1; Va, 242, 7 Miétant ire lesquelles se permute- 
ront alors exclusivement les unes dans les autres. Formons 
les fonctions symétriques 


A1=Vi+ Ya... + Yi, 


A0 = V1Y2 + Vis ++ Vin +.) À ; = SERA 
l'équation 
(2) Vt— A1yfi+.. HA; —=0 


définira une fonction algébrique de x de degré i £ m, car A, 
A2, ... sont des fonctions rationnelles de x; en effet, elles 
sont monodromes, monogènes, et n’admettent qu’un nombre 
limité d'infinis, qui sont ceux de y;, Vos +.., Yi Mais ceci 
est absurde : en effet, l'équation irréductible (1) admettrait 
pour diviseur le premier membre de (2) qui est rationnel et 
peut se mettre sous la forme entière. 
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VII. — Développement d'une fonction algébrique 
dans le voisinage d’un point critique. 


Soit æ = à, y — b un point critique pour la fonction Y 
algébrique définie par l’équation irréductible 


J(æ, y)=0; 


les diverses valeurs de y autour de ce point sont les unes mono- 
dromes, les autres susceptibles de se permuter entre elles au- 
tour du point a. Les premières sont développables par la for- 
mule de Taylor, nous n'avons rien à en dire: les autres se 
partagent en groupes, et, dans chaque groupe, toutes les ra- 
cines de ce groupe se permutent circulairement les unes dans 
les autres quand le point æ tourne autour de a. Soient y, 
Ja ---, Jiles valeurs de y qui se permutent ainsi les unes 
dans les autres et qui forment un groupe; posons + — a — ti, 
J1 par exemple, pourra être considéré comme fonction de Li; 
or, quand le point x a effectué £ révolutions autour du point a, 


(æ — a) ou t a repris sa valeur initiale, ainsi que y, ; donc y; 
est fonction monodrome de tet, par suite, il est développable 
suivant les puissances de &. On peut donc poser 


Yi=A+BI+CE +... 
ou 


2 2 
Ji=A+B(z—a)i+C(x—a)i+.... 


Ainsi, en général, dans le voisinage d’un point cri- 
tique a, qui n'est pas un infini, la fonction algébrique est 
développable suivant les puissances entières d’une racine 
de x — a. 

Le développement peut d’ailleurs servir à représenter 
tout un groupe de racines. 

S1 le point & est un infini, sans être un point critique algé- 
brique, le développement de y pourra se faire suivant les 
puissances positives et négatives entières de æ—a; si le 

L. — Traité d'Analyse, IV. | 3 
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point a est à la fois un pôle et un point de ramification, le 
développement aura lieu suivant les puissances positives el 
négatives d’une racine de æ — a. 

Disons enfin que, de la théorie des asymptotes, 1l résulte 
que, en général, il existe, pour æ — , des développements de 


la fonction y sous la forme 


Ci ::C 


A 


J=Cr+Qür— +5 T0 


C, Gos C1, -.. désignant des constantes, si le point à Pinfini 
n’est pas critique; s’il est critique, on aura les développe- 


I [l 
ments correspondants en changeant x en = et y en ; dans 


l'équation qui sert à définir la fonction y. 


VIII. — Des cycles. 


Soit 
A'enss BiPcE CITES 


une série ordonnée suivant les puissances entières positives 
et croissantes de {, dans laquelle À et m sont différents de 
zéro, et où À, B, C, ... sont indépendants de £; supposons 
cette série convergente dans un cercle de rayon fini ou infini 
décrit de l’origine comme centre, la courbe ou la portion de 
courbe représentée par l'équation 


ma b 
(1) Yÿ—b—=A(xz—-a)r+B(rx—a) LH, 


a, b désignant des constantes quelconques et x un entier po- 
sitif, est ce que l’on appelle un cycle. Ce cycle peut aussi 
être représenté par les deux équations 


(29 Tai, y—b=AIm+<BEB+CEY+..., 


et nous supposerons que les nombres 7», 6, y, ..:, n n'ont 
pas de diviseur commun. 
En vertu de la théorie que nous avons exposée aux para- 
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graphes précédents, { pourra se développer en série ordonnée 
L 


suivant les puissances de (y — b)" et, par suite, x — à aussi, 
en sorte que le cycle pourra de même être représenté par une 


équation de la forme 


nm 


de P 
æ—a—A(y—b}r+B'(y—b}r+..., 


A!,B', ... désignant des constantes, m,n,p,... des entiers. 
Soumettons le cycle (1) à une transformation de coordonnées 
tout à fait générale, transportons l’origine en un point quel- 
conque a/, b' et appelons x’, y' les nouvelles coordonnées; 
les formules de transformation seront 


æ'—a'=À1(x—a)+nu(y —b), 


y—b'=X'(x—a)+u(y— 06), 
À, u, N, p! désignant des constantes. Ces formules donnent 


m'—a'—=À\tm+mAE+..., 


y'— b'— l'en u'AIm—+,.... 


Si les formules de la transformation des coordonnées sont 
tout à fait générales, x — a! et y'— b' sont développables en 
séries ordonnées suivant les puissances entières de t et les 
premiers termes de ces séries seront du même ordre par rap- 


port à é. 
Il faut conclure de là que, st les axes de coordonnées sont 


quelconques, les nombres met n sont égaux et l’on a 
Ted", Van De At BITI Er. 
Effectuons encore une transformation de coordonnées ; on aura 


RP OA A NET NE, 


y'—b'=(\'+p'A)E+..., 
et, si l’on détermine la transformation de manière que 
À'+ a'A =0, 


le premier terme du développement de y sera d'ordre supé- 


36 CHAPITRE Il. 


rieur au premier terme du développement de x. L'ordre du 
premier terme du développement de æ ne peut pas s'élever 
en même temps, car il faudrait qu’on püût l’abaisser par une 
transformation inverse, ce qui est impossible; c’est d’ailleurs 
ce que l’on vérifie directement en mettant à la place de à, p, 
V, u/ leurs valeurs en fonction des angles dont les axes ont 
tourné. Quoi qu'il en soit, par un choix convenable d’axes, 
les équations du cycle pourront être présentées sous la forme 


y — b = AEREV LE BEEN ESS 
æx—a=Mi Net En, 


A,B,...,M, N, ... désignant des constantes, ou sous la 


forme 
PEN n+Vv+i 
(3) y—b=G(x—a) fe + H(x— a) n SÈVE 
ou encore 
(4) Ba =, y — b = AtrEY-AIBIT TVA 


G, H,...,A,... désignant toujours des constantes. 

Lorsqu'un cycle est représenté par une équation de la 
forme (3) ou (4) (si les fractions qui servent d’exposants 
à æ— a ne peuvent avoir de plus petit dénominateur com- 
mun que A), le nombre n est ce que l’on appelle l’ordre du 
cycle, le nombre y est sa classe, le point a, b est l’origine 
du cycle. 

Lorsque nr => 1, l’origine est un point singulier par lequel 
passent nr branches de courbes réelles ou imaginaires; ces 


; ÿ 
branches ont toutes avec l’axe des x un contact d'ordre k 


en général fractionnaire, elles ont entre elles un contact de 
même ordre au moins; exceptionnellement, le contact pourra 
être d’ordre plus élevé. 


Taéorëme. — St l’on coupe un cycle par une droite 
infiniment voisine de l’origine, et non parallèle à là 
tangente, elle le rencontre en un nombre de points infini- 
ment voisins de l’origine, égal à son ordre. Si la droite 


DR Rd 
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en question était parallèle à la tangente, le nombre de 
points d’intersection infiniment voisins de l’origine serait 
égal à l’ordre augmenté de la classe. | 


Cela résulte de la considération de l'équation (3); si les 
axes sont quelconques, y — o et la droite y — b + e coupe la 
courbe en » points infiniment voisins de @, b; si l'axe des x 
est tangent au cycle, y => 0, et la parallèle y — b + e à la tan- 
gente coupe en 7 + y points infiniment voisins de @, b. 

CAD AE:D: 


IX. — Cycles des courbes algébriques. 


D’après la théorie des points critiques de M. Puiseux, on 
sait que, dans le voisinage d’un point critique, les diverses 
valeurs de la fonction y, définie par l’équation irréductible 


(1) TI(ET) = 0; 

se distribuent en groupes de valeurs se permutant les unes 
dans les autres. Les valeurs d’un même groupe sont données 
par une équation de la forme 


œ 
(2) Y—b=A(T—-a}" +B(r—a} +..., 


a, b désignant les coordonnées du point critique. Cette équa- 
tion représente un cycle qui fait partie de la courbe (1); nous 
dirons que ce cycle est un cycle de la fonction y ou de la 
courbe f — o. 

Soit o(x, y) une fonction rationnelle de x et y, le cycle (2) 
peut être représenté par les équations 


Me GTR, Jÿ—b—=Aim+..., 


si les axes de coordonnées sont quelconqués, et alors on a, 
dans le voisinage du point à, b, 


(a, J)=pa+ tr, b+ At +...) 


© pourra se développer suivantles puissances de £ et, par suite, 
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sera d’un ordre infinitésimal entier par rapport à £ : c’est ce 
que nous appellerons l’ordre de © (qui peut être positif, nul 
ou négatif) par rapport au cycle considéré; si la fonction & 
contenait les dérivées de y, son ordre se définirait encore de 
la même façon : ce serait son ordre infinitésimal par rapport 


‘ 
à & ou à (x — 72 

On peut donner de l’ordre de w une autre définition : soient, 
pour le cycle considéré, y, y», -.., yn les valeurs de y cor- 
respondant à une même valeur de x, la fonction 


pes o(æ, J1)9(x, Vo): Ê .o(æ, Yn) 


est monodrome autour du point à, le point a est pour elle 


un zéro dont l’ordre de multiplicité (ordre par rapport à 
1 


x — à) est égal à l’ordre de w, par rapport à £ ou à (x — Fe 
ainsi, pour avoir l’ordre de €, il suffit d'évaluer le degré de 
muluplicité du zéro de la fonction symétrique ® (‘). L'ordre 
de © pourra donc être représenté par l'intégrale 


(3) I fes 
: 2x 1 P(3) 


prise autour du point «a. 


Tuéonime. — La somme des ordres d’une fonction ra- 
lionnelle o(x, y) relatifs à tous les cycles de la courbe 
algébrique f(x, y)=— 0 est nulle. 


En elfet, cela revient à dire que le nombre des zéros, moins 
le nombre des infinis de la fonction rationnelle 
E(L,71)P(æ,72)... E(7, Ym), 
OÙ V1, Vas ++, Ym Sont les valeurs de y pour une même 


valeur de +, est nul. 


Taéorime. — Une transformation de coordonnées n’al- 
tère pas l’ordre d’une fonction par rapport à un cycle. 


(*) En considérant un infini comme un zéro d’ordre négatif. 
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En effet, considérons le cycle 
Day — b= AMENER... 


et la fonction 
v(x— a, y —b). 


 Effectuons la transformation de coordonnées 


go a=)À\(x— a)+ (y — 6), 
Vy—b'=\(x—a)+m(y—R$); 


les équations du cycle deviendront 


g'— a'= Àir+ AE +... 
ÿ'— b'= d'in + p'AGE +... ; 
si donc on pose 
z'— a =t"r, 


les nouvelles équalions du cycle seront 


| g'—a—=t", DMDRE Cet RE, 
et l’on aura 
d'un — in RATE +... 


t'est donc de même ordre que t; or l’ordre de la fonc- 
tion © par rapport aux anciens axes est l’ordre infinitésimal 
de @(#*, Aërtv +...) par rapport à £ et, par suite, par rap- 
port à 4’: c’est donc l’ordre de © dans le nouveau système 
d’axes qui est quelconque; donc enfin une transformation 
de coordonnées n’altère pas l’ordre d’une fonction par rap- 
port à un cycle. 


X. — Intersection d’un cycle et d'une courbe. 


Coupons le cycle 
(1) di 60, ee APTE ee 
rapporté à son origine et à sa tangente, par la courbe 


(2) o(x, Y)=0, 
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que nous supposerons passer très près de l’origine des coor- 
données qui est l’origine du cycle. Si nous tirons # et y 
de (1) pour les porter dans (2), nous aurons 


© (67, LA FEV SEE) TOR 


le nombre de solutions t infiniment petites de cette équation 
sera le nombre de points d’intersection de la courbe (2) avec 
le cycle, infiniment voisins de l’origine; or le nombre de ces 
solutions infiniment petites est précisément l’ordre de la fonc- 
tion © dépourvue de son terme constant. On peut donc dire 
que l’ordre d’une fonction © par rapport à un cycle GC est 
le nombre de points confondus à l’origine de ce cycle, 
dans lesquels la courbe & — o coupe le cycle. 


XI. — Somme des ordres de contact de deux cycles. 


Soient y et y/ les ordonnées de deux cycles de même ori- 
gine, nous aurons besoin de savoir évaluer la somme des 
ordres de contact des diverses branches de ces cycles; la 
méthode consistera tout simplement à évaluer l’ordre par 
rapport à æ de la différence y — y’ pour toutes les branches 
des deux cycles et à faire la somme des ordres ainsi obtenus: 
cela ne présente aucune difficulté quand on connaît les déve- 


loppements de y et de Ve 


Taéorème 1. — La somme des ordres de contact des 
branches de deux cycles est toujours un nombre entier. 


En effet, soient 
4 
J=AXTI+..., = AGE 


les équations des deux cycles que j'appellerai C et C. 
Cherchons d’abord la somme des ordres de contact de toutes 
les branches du cycle C avec l’une des branches du cycle C; 
appelons y, y2, ... les diverses valeurs de l’ordonnée y 
pour une même valeur dexety,y", ... les diverses valeurs, 
correspondant à la même valeur de +, de l’ordonnée y; ce 
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qu'il faut d’abord évaluer, c’est la somme des ordres des 
différences y1— y, y2—Y, Ys— y, ..., c’est l’ordre 
de leur produit (y, — V,)(Ya —V,)(Ya— 3) ...; mais le 
produit (y1—y)(y2 —7)(Y: — y) ... est une fonction 


monodrome et monogène de x et de y autour de l’origine 
du cycle; on peut la représenter par L(+, y), en sorte que 
ce qu'il s’agit d'évaluer, c'est l’ordre infinitésimal de L(x, Y) 
quand on remplace y par son développement. La somme des 
ordres que nous cherchons est l’ordre ded(x, y)4(æ,y!)...: 
cette fonction est monodrome autour de l’origine des cycles : 
or l’ordre d’une fonction monodrome de x est nécessairement 
entier par rapport à æ; donc, etc. CLOS D 


Taéorème Il. — Quand deux courbes passent en un 
point M, elles se coupent en un certain nombre N de points 
confondus; si l’on désigne par p le nombre de branches 
de la première courbe passant en M, par q le nombre de 
branches de la seconde courbe passant en M et par $s la 
somme des ordres de contact de toutes les branches de la 
première courbe avec celle de la seconde, on aura 


N = pq +s. 


Supposons, en effet, que l’on ait pris le point M pour ori- 
gine des coordonnées ; soient alors 


pr, y)=0, Y(r,y)=0 


les équations des deux courbes; résolvons ces équations, et 
soient y1, Y2, -.. les racines de la première, y, y,, ... 
celles de la seconde : la résultante des deux équations sera 
H(yi—y;)=0; l’ordre de produit H(yi—y;) pour de 
petites valeurs de æ sera le nombre des intersections des 
deux courbes confondues à l’origine; cet ordre sera aussi 
l’ordre du produit des binômes y; +07 qui contiennent seu- 
lement les ordonnées des cycles relatifs à l’origine; or ce 
produit est précisément 2pq + s, somme des ordres de con- 
tact des cycles des deux courbes, qui sont relatifs à l'origine, 
diminuée de pq : ce qui démontre le théorème énoncé. 
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XII. — Classification des points singuliers. 


D’après ce que l’on vient de voir, on peut partager les 
points singuliers en deux catégories, les points singuliers à 
tangentes séparées et les points singuliers présentant des 
tangentes confondues. 

Les points singuliers d'ordre k à tangentes séparées 

Fe £ 
peuvent être considérés comme résultant de la réunion 


RUE É 
de ( . points de la courbe. 


Les points singuliers d'ordre p à tangentes confondues 


ot être considérés comme résultant de la réunion de 
K(k — 
2 


D points de la courbe, plus d'autant de points qu'il 
y a d’unités dans la somme s des ordres des contacts des 
diverses branches, somme qui est un nombre entier. On 
dira qu’en un tel point la courbe se coupe elle-méme 


En effet, il est naturel, par analogie avec ce qui a lieu pour 
l'intersection de deux courbes distincies, de dire que le 
nombre des points d’intersection d’une courbe avec elle- 
même dans le voisinage d’un point singulier est l’ordre du 
produit des différences y;— 7; des ordonnées de deux 
branches dans le voisinage du point singulier, ou, ce qui 
revient au même, l’ordre du produit de toutes les différences 
Myi—y;) des racines de l'équation qui représente la courbe : 
or l’ordre de ce produit est aussi la somme s des ordres des 
contacts des diverses branches qui se croisent au point sin- 


, é . . k k nr | 
gulier augmenté du nombre de combinaisons ea de ces 


branches prises deux à deux, c’est-à-dire À Mo LA 


Il est à remarquer qu 1l arrivera souvent que ce nombre 
sera fractionnaire, mais son double sera entier. 
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Remarque. — On voit, et ceci est important pour ce qui 
suivra, que l’ordre du premier membre de l'équation aux 
carrés des différences des racines y de l'équation d’une 
courbe en un point singulier est le double du nombre de 
points d’intersection de la courbe avec elle-méme en ce 
point, le nombre d’intersections étant Jictivement estimé 
comme ul vient d’être dit. 


——m" (Ce — 
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CHAPITRE THE 


SUR LA TRANSFORMATION DES FIGURES PLANES. 


I. — Diverses méthodes de transformation. 


Soient x et y les coordonnées d’un point, si l’on pose deux 
relations telles que 


(1) æ= (x, ÿ'), J = (x, y), 
ou même, plus généralement, 
P(æ, 7, æ',Y')=0, Y(>, € æ',Y}=0;, 


aux points +, y Correspondront un ou plusieurs points x/, y! 
et si le point (x, y) décrit une figure, le point correspondant 
(z',3") en décrira une autre. On dit que ces deux figures sont 
transformées l’une de l’autre. 

Rien n’empêche de supposer que x’, y! soient des coor- 
données tangentielles : alors à un point de l’une des figures 
correspondra une droite dans l’autre, et les deux figures 
seront encore des transformées l’une de l’autre. 

Nous commencerons par étudier les méthodes de transfor- 
mation les plus simples, qui sont aussi les plus anciennes; ce 
sont évidemment celles dans lesquelles les équations (1) sont 
du premier degré, que æ', y! représentent des coordonnées 
ordinaires ou des coordonnées tangentielles. Ce sont l’homo- 
graphie et la corrélation, dont on doit l’idée première à 
Chasles et à Poncelet. | 

Notre but, en écrivant cet Ouvrage, est surtout de faire 
connaître les propriétés analytiques des fonctions, ainsi que 
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nous l'avons dit dans notre Préface; ce n’est que d’une facon 
accessoire que nous y présentons des applications et des 
développements géométriques. Il ne faudra donc pas consi- 
dérer les théories que nous allons exposer comme un 7raïité 
des propriétés projectives des figures : c’est à peine si l’on 
peut envisager les quelques pages qui vont suivre comme 
une introduction à l’étude de ces propriétés. Nous nous 
bornerons à faire connaître les parties qui sont nécessaires 
à l’étude des fonctions algébriques. Nous renverrons le lec- 
teur curieux d'approfondir l’étude des transformations des 
figures à la Géométrie supérieure de Chasles, à son Traité 
des Sections coniques, à son Aperçu historique, à ses 
Mémoires, au Traité des Propriétés projectives de Pon- 
celet, aux Ouvrages de Plücker, de Cremona, de de Jon- 
quières, etc. Un résumé, même succinct, des travaux de ces 
géomètres doublerait l'étendue de l'Ouvrage que nous écri- 
vons. 


II. — Définition des figures homographiques. 


Soient x: les coordonnées d’un point appartenant à une 
4 P P 

première figure, x’, y’ les coordonnées d’un point apparte- 

nant à une seconde figure : si l’on a 


ax'+by'+ c a'x'+ b'y'+ c 


I L— 717 ne , 
( ) dx bo c 4 d'x'— by + c’ 


a, b, ©, a’, b', c', a”, b", c” désignant des constantes, on dira 
que les deux figures sont homographiques, ou transformées 
l’une de l’autre homographiquement. Pour justifier cette 
définition, 1l faut montrer que x’ et y/ sont des fonctions 
de x et y rationnelles dont les numérateurs et les dénomi- 
nateurs sont du premier degré; à cet effet, rendons les équa- 
uons (1) homogènes et écrivons-les ainsi 


a 


LA: 3 
(2) mu = 


ad byrcs  adarbyres dn+rlyros 
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. Li 
En désignant alors par : la valeur commune de ces rapports, 


on a 
dE + DV +.c 2 = 1%, 
EL bUPEE ie de y, 


" 


d'T'+V0'Y + c'z = tas; 


on en conclut pour x, y’, z! des valeurs fonctions linéaires 


! u 


| UV 
de 4x, ty, te ethomogènes : ”,, +; ou x! et y! seront donc de 


7 . . ; T 
la forme indiquée en — et You en x SEA 

Taéorème 1. — Si, x, y, z désignant les coordonnées 
triltnéaires d’un point M; x', y, z! celles d’un autre 
point M’, et si, a, b,c, ... désignant des constantes, on 
pose: 

T ÿ Vs Z 
ag +by'+cs  a'x'+by+cz ax +b'y pes 


les points M et M' appartiendront à deux figures homo- 
graphiques. 


En effet, entre les coordonnées rectilignes ordinaires de M 
et de M' il existera deux relations permettant d'exprimer les 
coordonnées de M en fonction des coordonnées de M', sous 
la forme de fractions ayant même dénominateur du premier 
degré et des numérateurs du premier degré aussi. 

Je rappelle que le rapport anharmonique de quatre points 
di, d, 43, &; en ligne droite est le rapport 


et que le rapport anharmonique de quatre droites concou- 
rantes, O@i, O0», 0&3, o@, est le rapport 


SIN@)04j Sina;oa, 
AMAR ERT TR (0 ed 
SIN G>043 ° Sina, 043 


qui d’ailleurs est égal au rapport anharmonique des quatre 
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points &i, @>, &3, a, d'intersection des droites en question 
avec une transversale quelconque. 


Si l’on désigne par P et Q deux fonctions linéaires 
distinctes des coordonnées courantes (rectilignes ordi- 
naires, homogènes ou trilinéaires), les droites concou- 
rantes représentées par les équalions 


DRM =0, : P--2A:0 —0o, P —};Q — 0. P—),Q —=0 
auront pour rapport anharmonique 


MR Et 


pes ENT ke ; nn RAS À3 


En effet, prenons les droites P—0, Q —0 pour axes des 
coordonnées, les équations (1) prendront la forme 


VOTE FETE, J=kkz, J=Kh\Z, 


Æ désignant un rapport indépendant de x et y et de À,, À, 
3, A3. Coupons les droites que représentent ces équations 
par la droite x — const. — à, les ordonnées des points d’in- 
_tersection ÆÀ;a, kka, ka, KX, a seront quatre segments 
dont les extrémités seront quatre points en ligne droite, ayant 
pour rapport anharmonique le rapport cherché; ce rapport 


est 
ka ka ST ka }; k ka, ST ka; 


ka Às — ka): î ka, — kals 


c'est-à-dire 
À0 Ds À $ À, TER l 
Dior M 
Â9— 3 À: — À; 


comme nous l’avions annoncé. 

Lorsque le rapport anharmonique de quatre points est 
égal à — 71, ces points forment une division harmonique; 
lorsque le rapport anharmoniqué de quatre droites est égal 
à — 1, ces droites forment un faisceau harmonique ; d’après 
cela, les droites représentées par les équations 


HD, O6, P+Q —o, P—Q—=o 


Jorment un faisceau harmonique. 
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Car elles donnent lieu à des segments o, æ, ka, — ka qui, 
écrits dans l’ordre — ka, ©, ka, o, donnent pour rapport 


anharmonique — 1. 


III. — Propriétes fondamentales des figures homographiques. 


Taéonèue 1. — Deux figures homographiques sont deux 
Jigures de même degré. 


Cela résulte de ce que, si l’on considère l’équation homo- 
gène d’une ligne, pour obtenir la figure homographique, il 
faut remplacer les coordonnées courantes par des fonctions 
linéaires de ces mêmes coordonnées. 


Corozraire. — Donc la figure homographique d'une 
drotte est une droite. 


Cette conclusion, toutefois, ne sera entièrement exacte 
que si l’on considère les points à l'infini, 3 — 0, comme for- 
mant une ligne droite, la droite de l’infini. À cette droite 
de l’infini pourra correspondre, ou la droite de l'infini dans 
la figure homographique, ou une droite située à distance 
finie a"x'+ by + c'z'— 0. 


Taéorème Il. — À quatre points en ligne droite, ou à 
quatre droites concourantes, Correspondent dans la figure 
homographique quatre points en ligne droite ou quatre 
droites concourantes ayant le même rapport anharmo- 
nique. 


Il suffit évidemment de prouver que deux faisceaux de 
quatre droites homographiques ont même rapport anharmo- 
nique, car une division formée par quatre points sur une 
droite a même rapport anharmonique qu'un faisceau de. 
quatre droites passant par ces points. 

Or tout faisceau de quatre droites peut être représenté par 
des équations de la forme 


(1) P — À,Q = 0, P — À,Q —0, P—)1;Q —=o, P—À,Q =0, 
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P et Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées 
courantes x, y. La figure homographique sera représentée 
par les équations 


RAI O0, P'=)1,0 Le 22) OK LPORS PS ER 


où P', Q' désignent des fonctions linéaires des coordonnées 
Courantes z'et y’; or le faisceau (1)-et Le faisceau (2), d'après 
ce que l’on a vu au Paragraphe précédent, ont même rapport 
À: + je 
rm donc ele. CHONES D: 
Dar À3 À, 514 À3 

Pour effectuer la transformation homographique donnée 
par les formules du Paragraphe précédent, 


ke — À 


an harmonique 


x V2 3 
A+ by + 0e 


CRE DT me 7 TETE Sr eur 
MT ab Tee age D E e"z 


sur une figure donnée par son équation, on Peut rendre cette 
équation homogène, la présenter sous la forme 

HOT JS <)= 0, 
où f désigne une fonction homogène, et faire la substitution 
linéaire 


P— ax — by  +cz, 


QE 
— 


Rd DV C2. 


sde dx! b'y" LS c'z'. 


La théorie de lhomographie esl, à ce point de vue, l’inter- 
prétation géométrique de la théorie des substitutions linéaires. 
Quand on suppose les formules (3) résolues par rapport 
Hs on peut les mettre sous la forme 


(4) 


Considérons une courbe représentée par l’équation homo- 
gène 


G) (a, y, 3)=0; 
L. — Traité d'Analyse, IV, 


= 
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sa transformée aura pour équation 


Là 


f(ax'+0y+cz, ax +...)=0; 
RU o! _ FLE 


l'expression 


est un covariant et même un covariant absolu. Il en est de 
même de ses puissances symboliques; de 1à découlent les 
conditions suivantes : 


Tuéorëme IL. — La tangente à une courbe © «a pour 
uransformée homographique la tangente à la transformée 
de la courbe C. 


Et ce théorème ne souffrira pas d'exception, si l’on convient 
de considérer les asymptotes des courbes comme des tangentes 
à Pinfini. 

Taéoriue IV. — Les polaires des différents ordres d’une 
courbe C ont pour transformées homographiques les po- 
laires de même ordre de la transformée de C. 


Taéoreme V. — La hessienne d’une courbe G a pour 
transformée homographique la hessienne de la trans- 
formée de C. 


Car le hessien d’une fonction est un covariant. 


THéorëme VI. — Quand une courbe C présente un point 
singulier M, sa transformée homographique a aussi pour 
point singulier le point M' qui correspond à M; les deux 
points M et M' ont des singularités analogues. 

En elfet, si la courbe C présente en M, dont les coordon- 
nées sont æ, y, 3, un point me d'ordre p, les émanants 


DAS 


sont identiquement nuls pour {= 1, 2, . ) —1; les éma- 


(x: Of EN !  f a RU RY 
0x" FL 03" 


nants 
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Correspondants seront donc aussi identiquement nuls: la 
transformée C/ de C aura donc en M’ un point multiple 
d'ordre p. Les tangentes en M et M’ aux nœuds auront res- 
pectivement pour équations 


| ROMEO afNe 
REA op eo ot 
(7) DANONE LEA MEET 


si donc le nœud M présente deux tangentes confondues, le 
premier membre de (6) contiendra un facteur carré, 1l devra 
en être de même de (5) et, par suite, le nœud M’ présentera 
aussi deux tangentes confondues, etc. 


Taéonème VII. — L'ordre du contact de deux courbes 
? K * 4 L L L . s . s 
ñ est pas altéré par une transformation homographique. 


En effet, deux courbes ont un contact d'ordre x, quand 
leurs dérivées, jusqu’à l’ordre n, sont proportionnelles, c’est- 
à-dire quand leurs émanants jusqu'au ni" inclusivement sont 
Proportionnels quels que soient X, Ÿ, Z, et alors leurs trans- 
formées ont aussi leurs émanants proportonnels ] usqu'au ième 
inclusivement, et par suite ont un contact d'ordre ». 

CT 0 MR TR 


IV. — Sur une méthode particulière pour effectuer 
les transformations homographiques. 


Soient x; y, z les coordonnées trilinéaires d’un point rap- 
porté à un triangle de référence T, dont le côté z — 0 peut 
être, si l’on veut, la droite de l'infini; soient +’, Pcstlés 
coordonnées trilinéaires d’un autre point rapporté à un autre 
triangle de référence T’. 


St le point x, y, z décrit une certaine figure F, le 
EF ’ Jt£ 

point x’, y', z! ayant des coordonnées pProportionnelles à 

æ, Y, = décrira une figure F' homographique de F et, réci- 

proquement, deux figures étant homographiques, on peut 

toujours supposer les figures rapportées à des triangles de 
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référence, tels que les coor données d’un point de l’une 
soient proportionnelles aux coordonnées du point corres- 
pondant de l’autre. 
En effet, rapportons les deux triangles ‘F et T' à un même 
A & ee 
système d’axes rectangulaires, OK, Or; on aura 


Ve > À L , à a >! T 
x = at + bn +e, CEE à 
1} Te ! PORN Ta wc 
VY— a't +0 NET : x — 46 + Br Fr {5 
4 l'A de 2e : !! er SL NN EL RSR QE re 
(= a'E + 0"n +c; z'=u'E #8 nf 


a, b,...,2, B,... désignant des constantes déterminées. Si 


|’ 
on pose alors 


, Æ | @ Q 
on aura entre les coordonnées E, n et &/, n’ des points corres- 


pondants les relations 


2 TD. ! l 0 myt , ". 
( aË + Pin y Get 5 n M: Aer it 
PONT es EMMA RUE RE r = STE SC SON 
at+bn—+c a't+b'n —c a'E + bn + c 


si le déterminant af" n est pas nul, c’est-à-dire si le 
triangle T’ est un véritable triangle à surface finie Ce TBE 
l’unité seront des fonctions du RÉAL degré de 6 et n mul- 
tipliées par p et, par suite, £'et n’ seront de la forme 


Rs # Arf Bn—+G _.. A'E+RB'nC 
2 UE EN Te TÈ 1 TÉAR A 
s A'"E se B'r de Cr i A" Se B'r Le (7 


A, B, ... désignant des constantes, et vice versa. 


Réciproquement, si l’on pose 


ces formules (2) donneront 

MÉé+Nn+P 

MT Br 00 

à ME + N'n HP! 
PA UTE LE Bin 08 

ME N'n+P 


CD ac EEE ni 
ere B’ de 


APE t PET 
( 4 7 Br 1 4 D 


Qt 
LD 
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M, N, ... désignant des constantes, d’où l’on déduira 


æ, J, 3 étant des fonctions linéaires de Ë et n et, par suite, 
des coordonnées trilinéaires relatives à un nouveau triangle 
de référence. 

Cette proposition est importante : elle rend évidents les 
théorèmes énoncés au paragraphe précédent, elle permet en 
outre d'établir les théorèmes suivants : 


Tnéorèue EL — La figure homographique d’un cycle 
est un cycle de même ordre et de méme classe. 


Taéonème Il. — Deux cycles homographiques sont tels 
que deux branches ont entre elles le méme ordre de con- 
tact que leurs correspondantes. 


. En effet, étant donnée l’équation de l’un des cycles, cette 

équation sera aussi l'équation du cycle homographique : les 
coordonnées seront seulement rapportées à un autre triangle 
de référence; l’ordre et la classe d'un cycle ne dépendant que 
de la forme de l’équation de ce cycle, le premuer théorème 
est démontré. L'ordre du contact de deux courbes ne dépend 
que de l’ordre infinitésimal de la différence de deux coor- 
données de même nom, les autres coordonnées étant les 
mêmes; par suite, l’ordre du contact de deux branches 
de courbes ne saurait être altéré par une transformation 
homographique, cet ordre füût-il fractionnaire ou incom- 
mensurable. Cette démonstration ne fait pas double emploi 
avec celle du théorème VII du paragraphe précédent, qui 
supposait essentiellement l’ordre du contact entier. 


V. — Utilité de l'homographie. 


Le but de l’homographie est de généraliser les propriétés 
des figures. Etant donnée une propriété d’une figure, en la 


oi CHAPITRE II. 


transformant homographiquement, on en déduitune propriété 
de la figure transformée. 

En se plaçant à ce point de vue, une propriété d’une figure 
est exprimée analytiquement par une relation entre les coor- 
données des divers points de cette figure; cette relation, 
transformée à l’aide des formules de l’'homographie, fournit 
alors une autre relation qui est ordinairement une propriété 
plus générale d’une autre figure : je dis « plus générale » 
puisque la nouvelle relation contient tous les paramètres ar- 
bitraires qui entrent dans les formules de transformation. 
Si la transformation que l’on a fait subir à la figure est telle 
que les paramètres de la transformation soient tout à fait 
arbitraires, une nouvelle transformation homographique 
appliquée à la transformée ne fournira pas de résultat nou- 
veau. 

Il peut arriver qu’une propriété d’une figure soit exprimée 
par une équation qui ne contient que des covariants; la figure 
transformée jouit alors exactement de la même propriété que 
la figure primitive, et cette propriété, que l’on ne saurait 
généraliser par l'homographie, est alors ce que l'on appelle 
une propriété projective. Les propriétés projectives sont donc 
les plus importantes, puisque les autres en sont pour ainsi 
dire des cas DR 

Pour ne faire qu’une application de l’homographie, COnsI- 
dérons deux droites parallèles A, A’; coupons-les par une 
série de droites parallèles entre elles, B, B', B’, ..., nous for- 
merons une série de parallélogrammes dont les centres seront 
sur une droite parallèle à A, A’. Si nous transformons la figure 
ainsi formée, les droites A, A qui concouraient sur la droite 
de l'infini auront pour transformées deux droites concou- 
rantes ao et a'o, les droites B, B', B”, ... deviendront des 
droites issues d’un point fixe w, les parallélogrammes consi- 
dérés tout à l'heure deviendront des quadrilatères quel- 
conques; mais les points de concours de leurs diagonales se- 
ront encore en ligne droite et cette droite 4 passera en 0; la 
droite D équidistante de A et A! formait avec ces droites et 


” 
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la droite de l'infini un faisceau harmonique; donc les droites 
Od, Oa, Ou, Ow forment aussi un faisceau harmonique 
(p- 48, théorème IT). C’est le théorème connu sur la polaire 
de deux droites, théorème qui ne peut plus être généralisé 
par l’homographie et qui est projectif. 

Les propriétés non projectives sont appelées propriétés 
métriques. | 

Les formules de la transformation homographique 


T V 3 
DD Er Var 40 y Lcs ax + by +c'z 
{ 
renferment huit paramètres &« : bic: ...:c",quel’on peut 


déterminer en se donnant arbitrairement quatre valeurs des 
rapports x : y : 3 et les quatre valeurs des rapports corres- 
pondants D ce 2PUAINSL : 


Quand on veut transformer une figure homographi- 
quement, on peut choisir quatre points et leur faire cor- 
respondre homographiquement quatre autres points à 
volonté. 


Quatre points et leurs correspondants détermineront une 
transformation et une seulc; il faudra pourtant que certains 
déterminants ne soient pas nuls : par exemple, à des points 
en ligne droite on ne pourra pas faire correspondre des points 
quelconques; à quatre droites quelconques on pourra aussi 
faire correspondre quatre droites données, et parmi ces droites 
pourra se trouver la droite de l'infini. Faire correspondre 
quatre droites à quatre droites, cela revient à faire corres- 
pondre quatre points de rencontre de ces droites aux points 
de rencontre des quatre correspondants, pourvu que l’on 
ne prenne pas parmi ces points trois d’entre eux en ligne 
droite. 

On fait souvent correspondre aux deux ombilices du pian 
deux points réels ou imaginaires situés à distance finie. Les 
transformations que l’on obtient ainsi permettent de déduire 
les propriétés projectives d’une conique de celles du cercle, 
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qui peut se définir une conique passant par les ombilics du 
plan. 

Deux coniques q uelconques étant données, on peut toujours 
les regarder comme transformées homographiques de deux 
cercles; on les transforme en effet en deux cercles en faisant 
correspondre deux de leurs points d'intersection aux deux 
ombilics du plan. 

En général, au moyen de l’'homographie, on déduira les 
propriétés des coniques passant par deux points fixes des 
propriétés des cercles. Par exemple, de ce que : 

Si d’un point fixe O on mène des tangentes aux cercles qui 
passent par les deux mêmes points, en ligne droite avec le 
point O, le lieu des points de contact sera un cercle. 

On en conclut que : 

Si d’un point fixe situé sur la corde commune à toutes les 
coniques qui passent par quatre points fixes on mène des tan- 
sentes à ces coniques, le lieu des points de contact sera une 
conique ayant une corde commune avec les coniques consi- 
dérées. 

Ilest bon d'observer que deux droites rectangulaires forment 
un faisceau harmonique avec les droites isotropes passant par 
leur point de concours : elles correspondront donc homogra- 
phiquement à des droites formant un faisceau harmonique 
avec des droites passant par deux points fixes correspondant 
aux ombilics du plan. 


VI. — Usage de l'homographie pour l'étude des points 
situés à l'infini. 


Si nous considérons une équation entre les coordonnées 
homogènes d’un ou de plusieurs points, cette équation expri- 
mera une propriété de Ja figure formée par ces points; si 
maintenant, dans la même équalion, on suppose que les 
lettres me autlientde représenter des coordonnées 


La 


homogènes, représentent des coordonnées trilinéaires, l’'équa- 


2 
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; 
Lion exprimera une propriété d’une figure homographique. 
En effet, appelons £, n les coordonnées ordinaires du point 
dont æ, y, z sont les coordonnées trilinéaires, æ, Y, z seront 
des fonctions linéaires de £, n ; de sorte que, si l’on employait 
des coordonnées ordinaires, pour passer de la première figure 
à la seconde, il faudrait faire une substitution linéaire : la 
seconde figure et la première sont donc homographiques. 
En se plaçant à ce point de vue, la droite de l'infini est 
remplacée par l’un des côtés z — 0 du triangle de référence. 
et les points situés à l'infini sont, en quelque sorte, rendus 
tangibles, projetés, comme l’on dit, sur la droite z — 0; ces 
considérations viennent encore justifier la locution dont nous 
nous sommes servis, de droite de l’infini. 


VII. — Figures homologiques. 


Etant données deux figures homographiques dans un même 
plan, il y a en général trois points qui sont à eux-mêmes leurs 
correspondants. En effet, si, dans les formules générales, 


LA F7 £! 


a , u 24 JE S ARORRRSE 
ax —0yY - cz d'x + by + c's ax + by + cz 


on suppose z'— +, on a, pour déterminer les points qui sont 
leurs propres correspondants, 


T 1 3 


ax + by PAÉVAOQR e DyeRCs) ar + d'y + c'z 


; 
EUTE 4 à IE MECS 
st l’on égale celle suite de rapports à -; On à 
à 


Cas) by + cz — 0, 


(1) . aT+(b'—s)y.-0c'z—0, 


a'æ+ by (cs): —0o. 


L'élimination de x, y, : donne une équation en s du troi- 
sième degré, d’où l’on conclut qu'il existe trois systèmes de 
valeurs de x, y, z; donc, en général, il existera trois points 
qui seront à eux-mêmes leurs propres correspondants: il est 
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clair que, dans certains cas particuliers, il pourra y en avoir 
une infinité. 

Ces trois points ne seront pas en général en ligne droite; 
mais supposons-les en ligne droite, la droite qui les contient 
se correspondra à elle-même. Soient &,, &, a3 ces trois 
points; si, sur la droite, on prend un quatrième point @, il 
se correspondra à lui-même, puisque, en appelant &, son 
correspondant, le rapport anharmonique des points &i, do, &3, 
a, sera le même que celui des points à@;, &:, as, @,. Aünsi, 
dans le cas où trois points doubles sont en ligne droite, il y 
a une infinité de points doubles; mais, appelant S le déter- 


a os 
minant des équations (1), ses mineurs sont nuls et est nul ; 


l’équauon S — o a une racine double: si l'équation S — 0 n’a. 
pas de racine triple, on voit que, indépendamment de la ligne 
des points doubles, il existera un point double, en général 
situé en dehors de cette ligne. 

Plaçons-nous dans l'hypothèse où les points doubles forment 
un triangle; prenons ce triangle pour triangle de référence, 
les formules de transformation devront être satisfaites pour 
T—=0,y —0, x'=0,y'—0 : cela exige que == C0" on 
verrait de même que a =0, «"—0, b —0, b'—6. Ces for- 
mules de transformation se réduiront donc à 


D 
— 
| 

| 


ce qui montre que la théorie des coordonnées trilinéaires doit 
donner Îles mêmes résultats que l’'homographie, lorsque les 
coordonnées d’un point sont non pas les distances de ce point 
au triangle de référence, mais des quantités multiples de ces 
distances, le rapport restant indéterminé. 

Mais, si l’on transporte la figure x, Y, 3 d’une façon 
quelconque dans son plan, il faudra remplacer x, y, 3 par 
des fonctions linéaires de ces variables dépendant de trois 
paramètres arbitraires; si alors on forme les équations (1) 
pour les nouvelles valeurs de &, b, c, on pourra écrire que 
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les mineurs de $ sont nuls, et l’on voit que, en général, on 
pourra déplacer l’une des figures, de manière qu'après le 
déplacement les figures aient en commun une infinité de 
points coïncidant avec leurs correspondants. 

Si l’on prend la ligne double pour côté z: —o du triangle 
de référence, et le point double isolé pour sommet opposé, 
les formules de transformation prendront la forme Ca, 
l’équation en s se réduit à (s — a)(s — b')(s — c")— 0, et, 
comme elle a une racine double, il faut, par exemple, que 

a = L’. Les deux figures sont alors dites komologiques. Les 
formules de l’homologie ramenées à leur forme la plus simple 


sont alors 


PAT MR SENTE 


Le point x —0, y —0,estle centre d’homologie, la droite 
=: — 0 ést l’axe d’homolozte. 

Appelons O le centre d'homologie, D l'axe, M et M les 
points correspondants dont les coordonnées sont respective- 
ment æ,y, 3 et x’, y’, z'; les équations (3) expriment que les 


OM 
! be F à 
points O, M, M' sont en ligne droite et que le rapport où ‘St 


égal au rapport des distances du point Met du point M' à 
l’axe d’homologie, multiplié par une constante À. Ce qui 
revient à dire que, si Pest le point où la droite OMM' 
rencontre l’axe, on a 


OM, PM 
DUSAR "PNTS 


Cette formule peut servir à construire le point homologue 
d’un point donné; à son inspection on voit que : 


° Les deux droites joignant deux points et leurs cor- 
respondants se coupent sur l’axe d’homologte ; 
2° Les tangentes en deux points homologues de deux 
courbes ques concourent en un même point de 
l'axe. 
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9° Les langentes à une courbe menées par le centre 
d’homologie sont tangentes à la courbe homologique. 

4° L'axe d’homologie est une corde commune aux 
courbes homologiques. 

»° Deux coniques quelconques sont homologiques de 
plusieurs manières; chaque point de concours de deux 
tangentes est un centre d’homologie, une corde commune 
lut correspond en qualité d’axe d’homologie; etc. 


On voit que les droites correspondantes de l'infini sont 
parallèles; donc, quand on voudra amener deux figures 
homographiques à être homologiques, il faudra d’abord 
rendre parallèles les droites correspondantes de linfini, 
après quoi une simple translation de l’une des figures suffira 
pour assurer l’homologie. 

Nous ne ferons pas d'application de l’homologie; disons 
seulement qu’elle peut servir à déduire du cercle une foule 
de propriétés des coniques : c’est ce que l’on peut voir dans 
les OEuvres de Chasles et de Poncelet, qui sont les inventeurs 
de l’homographie et de l’homologie. 

Lorsque l’on suppose la droite 3 — o rejetée à l'infini, les 
formules (3) donnent 


les figures homologiques sont alors homothétiques : homo- 
thétie est donc un cas particulier de l’homologie, et par 
conséquent la similitude est un cas particulier de l’homo- 
graphie. 

Une dernière remarque, en terminant ces considéralions 
très succinctes. Des formules de transformation algébriques 
telles qu’à un point et un seul d’une figure corresponde 
toujours un point et un seul de la figure transformée et vice 
versa, sont nécessairement les formules de l’homographie, 
car ces formules sont les seules qui soient du premier degré 


par rapport aux coordonnées de l’un ou l’autre système de 
variables. 
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VIII. — Digression sur les courbes du troisième ordre. 


Une courbe du troisième degré a neuf points d’inflexion, 
car sa hessienne est de degré 3. Toutefois, comme une courbe 
du troisième degré peut posséder un point double, on voit 
que le nombre de ses points d’inflexion pourra être réduit 
à trois et même à un, si elle possède un rebroussement. 

Parmi les courbes du troisième degré, il y en aura de la 
classe 3.2 = 6; il y en aura de la classe 4 et de la classe 3, 
ainsi que le montrent les formules de Plücker. 


Les points d’inflexion sont toujours trois à trois en ligne 
droite. 


En effet, soient MMM un triangle formé par les tangentes 
) D B 5 

à trois points d’inflexion, À, A’, A’ les points de contact: on 

aura, en vertu du théorème de Carnot, 


3 ———3 
M A .M'A' .M" A" 


MA MA" M'A 


= — 1, 


Cette relation, après extraction de la racine cubique de ses 
deux membres, donne une relation qui prouve bien que les 
points À, A’, À’ sont en ligne droite. 

Rapportons la courbe à un point d’inflexion, la Langente 
élant prise pour axe des æ; il faudra que, pour y = o, l’équa- 
Lion en æ ait trois racines nulles: elle sera donc de la forme 


©3+ayY?+ 20x7y +cy = 0, 


©, désignant un polynôme homogène du troisième degré. 
Soient O le point d’inflexion, OM'M” une sécante et M un 
point sur cette sécante, tel que | 

» LÉNENE OM'-- OM" 


OM 2 OM OM OM.OM 
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Le lieu du point M est une droite dite polaire harmonique 
du point O; en effet, soient 


Mie FCOS 0) VISE 


l'équation de OM : les coordonnées de M! et M” sont données 


par 
r?03(cos0, sin0) + r(a sin?0 + 2b cos0 sin0)+ c sin0 = 0: 


il en résulte 


OM + OM a sin20 2h cos sin0 *£ a sin0 + 20 cos0. 
COMAOMEE TVR fx A N : 
donc 
ce Mal a sin0 + 2b cos0 
OM c ; 


Si l’on remplace OM par 7, on a l'équation de la polaire har- 
monique 
ay + 2bx+2c—=o. 

Supposons que le point d'inflexion O s'éloigne à l'infini : 
la polaire harmonique deviendra un diamètre reculigne de la 
courbe pour les cordes parallèles à la direction dans laquelle 
le point O s’est éloigné. 

Ainsi, par une transformation homographique ou même 
homologique, on pourra donner à la courbe un diamètre rec- 
uligne, et même un axe; on peut faire mieux : prenons la 
tangente d’inflexion pour droite de l'infini, pour axe des x le 
diamètre et pour axe des y une perpendiculaire passant par 
le point d’inflexion à l'infini. Il n’entrera plus dans l’équation 
de termes en y et y?, car la droite de l'infini étant tangente 
d’inflexion, quand on aura rendu l'équation homogène, pour 
3 — 0, les termes du troisième degré en x et y devront former 
un cube parfait, ce qui exige que y n’y entre plus, puisque y* 
n’y entre pas. Ainsi : 


Par une transformation homographique on ramène 
loule équation du troisième degré à la forme 


PET 3 71 DE à . 
J'=ati+br+cx + d: 
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une transformation de coordonnées fait disparaitre le terme d, 
et l’on a, en général, 


ME ra + pa +q)=x(r—1)(x— 8). 


Si la courbe possède un point double à l” origine, onag—oet 
son équation affecte la forme 


sis a x(æ +. 4, 
et si elle possède un rebroussement, la forme 
9 


PET, 


qui représente la parabole semi-cubique. 


IX. — Figures corrélatives. 
Posons 
MULGE + bn + ct HE Aus bn +c't 
2 a'E Fa LA TT CE z a'E + br. cp RE 


et supposons que, 'X, y, 3 élant les coordonnées homogènes 
ordinaires d’une es €, n, Ç soient les coordonnées langen- 
tielles Dies nee autre figure. Les deux fees en 
question sont dites corrélatives ; elles | Jouiront des propriétés 
suivantes : 


1° La transformation n’altérant pas le degré des équa- 

lions, à un point de la première figure cor respondra une 
droite de la seconde et à une droite de la première figure 
un point et un seul de la seconde. 

2° À une conique de la première figure correspondra 
une conique de la seconde. 

3° En général, à une courbe du miè"ce ordre cor respondra 
une courbe de mième classe et vice versa. 

4° À deux droites qui se coupent correspondent deux 
points et la droite qui les joint. 

)° À une droite tangente à une courbe correspond un 
point situé sur la courbe correspondante. 

0° À deux courbes et à leurs intersections correspondent 
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deux courbes et leurs tangentes communes et vice versa: 
elen particulier à une courbe et à une droite avec les points 
d’intersection correspondent une courbe, un point et les 
tangentes issues de ce point, etc., etc. 

7° A quatre points en ligne droite correspondent quatre 
droites concourantes, possédant le méme rapport anhar- 
monique. 


En effet, les équations tangentielles de quatre points en ligne 
droite peuvent être mises sous la forme 


Pas A1Q = 0; P +20 —=0,; PES 13 Q — O, Pa À, Q —= O,; 


une transformation corrélative donne les quatre droites con- 
courantes, 


P+h: JE IO; Sur En 2 q 05 Pr h3 ME. Pre À: q HE 


P, Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées tan- 
gentielles 6, n et p, q des fonctions linéaires des coordonnées 
ordinaires +, y; dans les deux cas, le rapport anharmonique 


est 
‘2 j 3 Te 


Les figures polaires réciproques sont un exemple de figures 
corrélatives. Soit S — 0 l'équation de la conique directrice, la 
polaire du point x, y, za pour équation 


dS AS Une 
+ Z 


— —= 0 
03 6 


elle correspond au point x, y, z, et les formules précédentes 


; TER ‘ 0S 08 
sont celles d’une transformation corrélative, puisque + 
me | 


0 
)S Le 4 


( : À : 
5: Sont du premier degré. Il est aisé de voir que deux figures 


corrélatives peuvent toujours être déplacées de manière à 


ee 
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pouvoir être considérées comme polaires réciproques, cette 
dernière transformation contenant cinq paramètres arbitraires. 


Tuéorèue. — Toute figure F corrélative de la figure F! 
est une figure homographique avec la Polaire réciproque 
de K’ prise par rapport à une conique quelconque, en par- 
liculier avec la polaire réciproque de F' relativement au 
cercle x? + y? + 32 — 0, 

Cela revient à prouver que deux Jigures corrélatives 
d’une troisième sont homographiques : ce qui est évident. 
Eneffet; soient x, y, z et x', y', z' les coordonnées de deux 
points qui correspondent à la droite qui à pour coordonnées 
tangentielles £, n, €; on aura, en APPEL a Re ann 
des constantes, 


€ u d 
MP C:  ar+-by+cz ax+bycs 
€ ñ C 


LOS Et MÉRER EU EMEA BTOC RTTER TUZ PANESTIasR, 
D ar Sy tjs, dx +py ve 


l'élimination de Ë, r, £ fournit entre Ty: setr, y, 3 des 
relations qui servent à définir une relation homographique. 

En général, la théorie des figures corrélatives ne donnera 
donc rien de plus que la théorie de la transformation par 
polaires réciproques dont on peut faire remonter l’origine à 
Brianchon, mais qui à été particulièrement développée par 
Chasles et par Poncelet. 


X. — Recherche de la classe d’une courbe algébrique 
et du nombre des points critiques d'une fonction algébrique. 


Soil 
(1) (2, 7)= 0 


une équation irréductible de degré m : elle représente une 
courbe de degré m : nous désignerons par » sa classe. Une 
transformation homographique n’altérant, ni le degré, ni la 
classe, ni la nature des points singuliers, on peut faire subir 


5 


L. — Traité d'Analyse, IV. 
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à la courbe une telle transformation, de manière qu'il n'y 
ait pas de points singuliers à l'infini. 

Ceci posé, soient x, $, y les coordonnées homogènes d'un 
point quelconque du Sa et, l'équation (1) étant rendue 
homogène, considérons le covariant 


of 
FT 0x +R ë ee 
et évaluons la somme de ses ordres relativement aux cycles 
de f—0o. Gette somme devra être nulle (p. 38) : 

° Par rapport à un cycle dont l’origine est à l'infini, la 
courbe n’ayant plus de points singuliers à l'infini, l’ordre 
de © sera —(m —1);0r la courbe / = o a m points à l'infini : 
donc la somme des ordres de © relativement aux cycles ayant 
leur origine à l'infini est — m(m — 1). 

Maintenant prenons l’ordre de © par rapport à un cycle 
dont l’origine est à distance finie; © ne s’annule qu'aux points 
de contact des tangentes issues du point 4, f, y et aux points 
singuliers ; alors 

° L'ordre de © en un point de contact est évidemment 
égal à un, et par suite la somme des ordres de & relative- 
ment à tous ces points est », classe de la courbe. 

3° L'ordre de vw relativement à un point singulier peut 
s’obtenir comme il suit : on effectuera une transformation 
homographique consistant à prendre « — 0, y —0; alors y se 


0 
7, mais, quand on substitue dans A les valeurs 
y dy 

de y tirées de l'équation de la courbe, on obtient les produits 
des carrés des différences des valeurs de y. Pour avoir l’ordre 


de w, il faudra prendre le produit des carrés de toutes les dif- 


réduira à 


férences des valeurs de y qui s’annulent pour x = 0; mais ce 
produit (p. 43) est le double de ce que nous avons appelé 
le nombre des rencontres de la courbe avec elle-même. Il en 
résulte que la somme des ordres de + est le double du nombre 
total des rencontres de la courbe avec elle-même. En appelant 
ce nombre à, on a donc 


— m(Mm—1)+n+I20=0 
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ou bien 
\ N 
N = M(M—1)— 90, 


Les points critiques de la fonction algébrique y définie par 
; . : ; LEE pe : 0 
l’équation (1) sont ceux qui satisfont à l'équation CI #)- 
OY 


toutefois les points singuliers à tangentes séparées ne sont 
pas critiques : le nombre # des points critiques sera donc ne 
s'il n’y a pas de points critiques à tangentes séparées et si l’on 
désigne par 7 le nombre des cycles d'ordre supérieur à un 
qui correspondent aux points critiques, on aura 


mais il faudra compler comme point critique double, tri- 
ple, etc., celui où se réuniraient deux, trois, etc., cycles 
d’ordre supérieur à un. 


XI. — Points d'inflexion d'une courbe algébrique. 


Cherchons, pour l’égaler à zéro (p- 38), la somme des 


DeLdiy | 
ordres de la fonction “7 par rapport aux cycles de la courbe 
dx? . 
d'ordre m 
1.2 NE 0 


Nous aurons plusieurs espèces de cycles à considérer : la 


\ d? ‘ ; s ; 
fonction _— s’annule aux points d’inflexion de LEON ulry 


aura donc à considérer les cycles correspondant à ces points; 


; ; k , En 
elle devient infinie Pour 7 = et aux points où SE est nul; 


» . out 

d’ailleurs tous les points où di est nul peuvent ne pas rendre 
dy. j ‘ à , è à 

7 infini : c’est ce qui peut arriver s'ils sont singuliers. Or 
dx? O 

on peut supposer que l’on a transformé les coordonnées, de 
telle sorte qu'aucun des points où la tangente est parallèle 
à l’axe des y ne soit singulier, et de telle sorte qu'aucune 
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asymptote de la courbe ne soit parallèle à l'axe des y. Ceci 
posé : 
1° Les cycles relatifs aux points d’inflexion, c'est-à-dire 


2 


2? : 
dx? 
équations de la forme 


pour lesquels on a — 0, peuvent être représenLés par des 


VE À TPE 


où p > 3, l'ordre est un, la classe y est p — 1. Si le point d'in- 
flexion est ordinaire, on aura p — 35, y — 2, 


"= PP —1)2P +. . 


d? : Ver : 
et l’ordre de y” = - sera un: si donc on considère un point 
dx? î 
pour lequel la classe est y comme équivalent àv—1=p— 
points d’inflexion ordinaires, on pourra dire que chaque point 


d'inflexion fournit une unité à la somme des ordres de la 


; d? 
fonction 7. 
dx? 
0 


2° Les cycles où S — 0 sont en nombre égal à la classe x 
de la courbe f — vo, en ces points qui ne sont pas singuliers 


grâce à ce que les axes sont quelconques, on a 


1 


yÿ—b=A(z.— à)? B(GE RES 
GE 


BY in I _ | 
PES Lu NP Ds 
6 1 
a c V * / , 2 \ 
l'ordre de ==> par rapport à (x — a)° est égal à — 3: donc 


L] 


à of . 9 > \ 
les cycles où ne — 06 fournissent chacun —— 3 unités à la 


; d y 
somme des ordres de la fonction ra 
x? 
3° Les cycles pour lesquels x est infini ont des équations 
de la forme 


FY=CT+ Co + 24 TT Se 
T 
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et ne correspondent pas à des points singuliers, puisque les 
axes des coordonnées sont quelconques; on en tire 


TRE oT 
donc y” est du troisième ordre par rapport à => el chaque 


point à l'infini fournit 3 unités à la somme des ordres dem 

En résumé, la somme des ordres de y” est le nombre £ des 
inflexions de f — 0, diminué de trois fois le nombre n des 
points où la tangente est parallèle aux Y, et augmenté de trois 
fois le nombre m» des points à l'infini; on a donc 


L+3m—3n—0o 
ou 
t—3(n—m). 
Si la courbe f— o n’a pas de points singuliers, on à 
n = m(m—1) 
et l’on retrouve la formule 


= 3 mm —2);: 


c'est l’une des formules de Plücker, en supposant que la 
courbe f— o ne possède pas de singularités. 


XII. — Transformations quadratiques. 


Les formules de la transformation quadratique sont de la 
forme 
DE ; V 
NN + RAIN 
U, V, W désignant trois polynômes du second degré enr, y. 
Ces formules peuvent être remplacées par les suivantes 


(1) 


où æ', y!, 3! sont des coordonnées homogènes et où U, V, W 
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peuvent être censés fonctions de trois coordonnées homo- 
genes æ, y,\3. ji 

Nous n’étudierons que la transformation quadratique bira- 
tionnelle, c'est-à-dire telle que l’on puisse déduire des for- | 
mules (1),æ,3,3 en fonctions rationnelles de x’, y!, z!. Cher- 
chons donc tout d’abord la condition pour que les formules (1) 
représentent une transformation birationnelle. 

En général, si l’on se donne le point (x!, y’, z!), les équa- 
ons (1) représenteront deux coniques ou même, si l’on veut, 
trois coniques 


(2) DIM PE Vito Uz— Wzx'=0, Vz'—Uy'=o, 


dont les intersections +, y, 3 au nombre de quatre seront les 
points correspondants au point æ/, y/, z!. Toutefois, si les co- 
niques U, V, W avaient trois points, A, B, C communs, les 
coniques (1) ou (2) passeraient par ces trois points fixes et 
n'auraient plus qu’un seul point d’intersection variable, et 
dont les coordonnées seraient fonctions de x’, VAE 
seraient alors rationnels en x’, y!, z!. Supposons qu'il en soit 
ainsi. 

Prenons le triangle ABC pour triangle de référence : les 
formules (1) prendront la forme 


x! - 1 


LISE 
AYs—E Her +Czy. _ ÀA'yz Br C'æy 


(3) 


{ 

A 
 A'yz-EB'es 0e 

or, si l’on pose 


À A - u A" + y A — 17 | 
ÀB--uB'+,B"—0 


"Te En HO Ê y à 0 | NOA 2e u"A'+ VAT o | 
X'B + u'B'+wB'—0 f, 


AB -u'B'vB'— : 
AC SZ u'C'+ v'C' = 0 


À'A --u'A'+ y'A"—0o | ACT u"C'+ wC—=1 
| 


TRANSFORMATION DES FIGURES PLANES. 71 
les quantités À, 4, y, ... seront bien déterminées si l’on n’a 


pas 


AURAS LA 
MER BAR ee 0. 
He (Eu CP 


= 


c’est-à-dire si les équations ÜU — 0, V —0, W — 0 sont dis- 
üncts, et alors de (3) on déduira 
DEN rer te la buy ve 


ÿz 3% Ka PA à 


! 


Une transformation homographique de la figure x’, ", = 
ramènera ces formules à la forme 


? (4 ! 


T nn 3 


JZ xs LV 
d’où l’on tire réciproquement 


T 14 pd 


NE DRA 
T'Y 


Rs AR 
y'a SA à 


de sorte qu’au point x, y, correspond un, et un seul point 
xl, y’, z!, et vice versa. 
Considérons la transformation 


“#1 & 
(1) NES = —— ;) 
j'a z'æ id 
qui donne 
A LS ATEN AR 
yz 37 y” 


donnons-nous le point M de coordonnées x, y, = et voyons 
comment on construira le point correspondant M de coor- 
données x', y’, 3. 
Soit ABC (/Jig. 2) le triangle de référence; soient X — 0, 
Y — 0,2 —oles équations de BC, CA et AB respectivement. 
Le point M est à l'intersection des droites CK et AL, 
représentées par les équations 


VU 2e ER FR / 


ire 
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donc le point M' est à l’intersection des droites 


que nous appellerons CK’ et AL’ (fig. 3). 
Pour rendre les choses plus claires, nous construirons le 


point M' sur une autre figure; CK! et AL/(/ig. 3) seront des 
droites, telles que 


CAL'Æ'BAL; 
BCK'— ACK : 


donc : 


1° À un point M non situé sur le périmètre du triangle 
de référence correspond un point M! non situé sur le péri- 
mètre de référence. 

2° Sipar le point M on imagine un déplacement dx, dy, 
ds, le point M subira un déplacement de méme ordre Ame 
dy', ds', pourvu que M ne soit pas sur le périmètre du 
triangle de référence. | 
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3° I résulte de là que, st Le point M est un point multiple 
d’une courbe, non situé sur le périmètre du iriangle de 
référence, le point M sera un point multiple de méme 
espèce de la courbe transformée. Et par point de même 
espèce, 1l faut entendre non seulement un point de même 
ordre de multiplicité, mais encore un point ayant le même 
nombre de tangentes confondues, les branches de courbe 
tangentes ayant le même ordre de contact dans la courbe 
proposée et dans la transformée. 

4° Supposons maintenant qu'une courbe ait en C un point 
multiple d'ordre » : voyons comment sera situé son corres- 
pondant et quelle sera sa nature. À cet effet, prenons deux 
points M et M,, sur deux branches de la courbe, voisins de C 
eLen ligne droite avec A : leurs correspondants M'et M seront 

sur deux droites CM’ et CM, faisant entre elles le même angle 

que CM et CM,, et très près de AB, de sorte que, st Le point 
multiple placé en C a ses tangentes séparées, à ce point 
correspondront y points distincts sur AB. 

9° Supposons les points M et M, situés sur des branches de 
courbe ayant entre elles un contact d'ordre N: MM, sera 
d'ordre N +1 et M'M} d'ordre N; aux branches tangentes en 
C correspondront donc deux branches tangentes de la courbe 
transformée n'ayant plus qu'un contact d'ordre N — 1; ainsi 
donc, st le point multiple placé en G a des tangentes con- 
fondues ayant des contacts d’ordreN,N', N',...,à chaque 
couple de ces branches correspondront d’autres branches 
ayant un.contact d'ordre N — 1, N'—1, N'—1,.... 

De ces remarques découle un théorème de la plus haute 
importance. 


Taéorime. — Au moyen d’une série de transformations 
quadratiques birationnelles, on peut toujours transformer 
une courbe algébrique quelconque, en une autre qui n'ait 
plus de points multiples à tangentes confondues. 


En effet, plaçons le sommet C du triangle de référence en 
un point multiple à tangentes confondues de la courbe à trans- 
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former, et choisissons le triangle de référence de telle sorte 
qu'aucun de ses côtés ne touche la courbe; la transformation 
quadratique pourra bien introduire de nouveaux points mul- 
tiples, mais aucun d'eux n’aura de tangentes confondues. 
Quant au point OC, il a été remplacé par d’autres points simples 
ou multiples avec des branches ayant un contact d’un ordre 
moins élevé d’une unité que dans la courbe primitive. 

En opérant successivement des transformations analogues, 
on pourra introduire de nouveaux points multiples, mais à 
tangentes séparées, et l’on finira par faire disparaître tout 
contact entre les branches qui passent par un point singulier. 
Ce théorème est de M. Nôüther. 


XIII. — Nouvelle espèce de formules de transformation 
; des fonctions algébriques. 


Considérons deux courbes algébriques 


(1) ÉTÉ AREAS 

ue) VAUT VE EE 

S1 l’on établit entre les coordonnées x, y; «', y’ une relauon 
algébrique, 

(3) Pr, Ty, J)= 0; 


si l’on se donne le point (x/, y') sur la courbe (2), x etyse 
trouveront déterminés au moyen des équations (1) et (3) sur 
la courbe (1) et vice versa; le point (x, y) étant donné sur la 
courbe (1), x! et y! seront déterminés au moyen des équa- 
tions (2), (3). 

Aïnsi, en vertu de la relation (3) qui établit une correspon- 
dance entre les points(x,y)et(x',y')situés sur les courbes (1) 
.€t (2) respectivement, à un point de la courbe (1) corres- 
pondront, par exemple, #' points de la courbe (2), et à un 
point de la courbe (2) correspondront k points de la courbe (1). 

Si une correspondance est telle qu’à un point de (1) cor- 
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responde un point seulement de (2) et vice versa, en d’autres 
termes, si À — k'— 1, on dit que la correspondance est wni- 
forme, ou encore que les courbes (1)se correspondent point 
par point. | 

Pour obtenir une courbe qui corresponde uniformément ou 
point par point à la courbe (1), il suffit en général de poser 


2(X, ) os Air 
(4) x! — AGP, A — AG CA 


GUN PA ANNE VX, y)’ 


1 45 % désignant trois polynômes entiers; si l’on élimine # ety 
entre (1)et(4), on tombe sur une équation, telle que (2), qui 
représente une courbe (2) correspondant point par point à (1). 

En effet, si l'équation (2) est satisfaite, les équations (1) 
et (4) ont une solution commune x, y. Si cette solution com- 
_mune est unique (ce qui a lieu le plus souvent), æ et y s’ex- 
primeront rationnellement en fonction de x! el: 

Ainsi, en général, une transformation, telle que (4), ration- 
nelle, appliquée à une courbe algébrique, la transforme en une 
autre qui lui corréspond point par point, et l’on passe de la 
courbe transformée à la courbe primitive au moyen d’une 
transformation de même forme que celle qui sert à passer de 
la courbe primitive à sa transformée. 

Il y aura donc une infinité de manières de former des équa- 
tions de courbes qui se correspondent point par point. 


XIV. — Théorème de la conservation du genre. 


Considérons deux courbes C et C' se correspondant point 
par point, c’est-à-dire de telle sorte qu’à un point de l’une 
corresponde un point et un seul de l’autre. Soient x et y les 
coordonnées d’un point de C:; x! et y’ les coordonnées du 
point correspondant de C! : alors x et + seront fonctions 
rationnelles de x’ et de y’, et vice versa d’ailleurs, Nous sup- 
poserons 

TMS LCA EN EAU 
Ya, y) (Ty) 


©, y, Ÿ désignant des polynômes dont le degré sera s. 
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Soient a, b, c des constantes quelconques : considérons la 
fonction linéaire de x! et y 


0—avy-+by + oc, 


el écrivons que la somme des ordres de cette fonction par 
rapport aux cycles de la courbe C'est nulle. 

1° La somme des ordres de 4 par rapport aux cycles pour 
lesquels x' et y’ sontinfinis est, en appelant m' le degré de C!, 
le produit — m's; en effet, le nombre des cycles de C pour 
lesquels l’origine est à l'infini est m/et l’ ordre de 4 pa rapport 
à chacun d'eux est — 5. 

2° S1w,7, Ÿ sont nuls à la fois, à chaque point (x!, y’) pour 
lequel © —:y=— Ÿ—o, correspondra un cycle; les ordres 
de ©, , Ÿ par rapport à ce cycle étant désignés par X, il s'in- 
troduira dans la somme que nous voulons évaluer un terme 
égal Ah 

* Enfin, si l’on considère un point d’intersection de la 


droite 
ax+by+c=0o, 


avec la courbe C, à ce point correspondra un point (Éd 
donnant lieu à un cycle, par rapport auquel l’ordre de 0 sera 
égal à un : le nombre total de ces cycles est m; ce nombre 
doit donc figurer dans la somme des ordres de 0, et l’on a 


(1) — ms+Eh+m =. 


Considérons en second lieu la fonction 


Le dy dy do dy (NC _ do 
— NI PEL 28) ea : D SL, LAON ENRRRER SEE 
is a(s dx’ * dr )- o(y dx’ ï Te) | ee dx’ . a) 


d , L ’ > , 2 A LA 
dans laquelle “ désigne une dérivée totale relative à æ', égale 


of . of dy 


par conséquent à en 2 DE et où a, b, c désignent trois 


constantes quelconques, el écrivons que la somme de ses 
ordres relativement aux cycles de C/ est nulle. 
* Les points x’, y', situés à l'infini et qui sont au nombre 
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de m', donnent des cycles par rapport auxquels l’ordre de T 
as l d: 


ax 
D D LR ra ,parexemple 


est— 2(s — 1), parce que le degré de hp 


est 2($—1); ces points fourniront à " somme que nous 
voulons évaluer la partie -— 2m'(s — 1). 

2° Les points où dxr'— o fournissent à la somme que nous 
cherchons l’élément — »!, égal en valeur absolue à la classe 
de C’. | | 

3° Considérons maintenant les cycles dont l’origine x’, y’ 
annule le polynôme T et tout d’abord ceux pour lesquels 
l’origine satisfait aux équations 


1, dY — Ÿ dy, Ÿdo=od4 … © dy — y do 


— = + — O0. 


dx’ dx 
Soit 
NE ne [Fe Y'— y'— AH 
l'équation de l’un de ces cycles el 


EN pi À vi - 


l'équation du cycle correspondant sur la courbe C: on à 


À 


. CURE | 0e SAN er) j 4 dx! FA ] dx, 
L dx * da 2? dt ) AL TLE 


UE  —— — 
. 


dt 


mais ©, 4, Ÿ sont d'ordre z : la quantité précédente est donc 
d'ordre 2} + 7 — j'. Les cycles considérés fournissent donc à 


la somme que nous voulons évaluer l’élémen Ÿ (2 h—] +J). 


4° Enfin nous avons encore à considérer les cycles dont les 

dy — A os AA 
nr E 

annulent cependant T. La relation T — 0 est une relation 


coordonnées de l’origine, sans annuler à la fois L 


linéaire entre les coordonnées tangentielles d’une tangente à 
la courbe C : elle exprime que cette tangente passe par un point 
fixe, ce qui détermine n points x, x etpar suite 7 points x’, y', 
etn cycles apportant une unité à la somme que nous voulons 
évaluer, x désignant la classe de C. 

On a donc finalement 


(2 ÉD SN) on 22h 7 +7) en —'0: 
, k x ! 71 
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l'élimination de s entre (1) et (2) donne 
(3) R—2Mm—(n—2m)+E(] —j)=0:. 
Maintenant Je dis qu'en tout point où l’on n'aura pas 


xd dy __Yde—e dy … o dy —yde 
AT: ar di) 


0 à 


le cycle ayantce point pour origine et le cycle correspondant 
sur la courbe C auront le même ordre. 
En effet, les équations d'un cycle de C étant 


Ney]: Y=y+Ati+.. 


les équations du cycle correspondant de C! seront 


SUN DOUTER TIR EL TEE 
NS TR, : Y° — 
YT-U; y+ ATEN) 
ou. 
: MANN d. œ\ | 
X x ie A ER 
\ dx Ÿ d) é (2 / 
S DE ? 
donc, si l’on n’a pas 
o db — 4 do — 0, X dé — 4 dy =, 


ce qui entrainerait Ÿ do — gd — 0, l’ordre ; du cycle de C 
sera égal à 7’. La même conclusion subsiste quandle point (x, y) 
est à l'infini. | 


Dans la formule (3), on peut donc supposer que le signe 5 


s'étend à tous les cycles des courbes C et C’; si l’on écrit cette 
formule (3) ainsi 


(4) n—92m + CG — ONE NES 2m + (Je 1), 


on pourra dire que les signes > s'appliquent à tous les cycles 


dont l’ordre n’est pas égal à l'unité. 
Nous verrons tout à l'heure que le nombre 


n —2m +YG — 1) 
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est pair. Appelons-le 2(p — 1) : nous aurons alors 


n—2m —Ù (j—1) op —) 


AE n I | 
(5) p= mi d(j—i): 


ce nombre p est ce que l’on appelle le genre de la courbe C. 
On peut donc énoncer le théorème suivant, qui a été entrevu 
par Riemann, mais dont le véritable sens et la démonstration 
rigoureuse ont été donnés par M. Halphen et M. Smith. 


THéorÈme. — Une transformation rationnelle n’altère 
pas le genre d’une courbe. 


Et, en particulier, une transformation quadratique (p. 69 
n’altère pas le genre d’une courbe. 


XV. — Limite du nombre des singularités. 


Dans le cas où la courbe algébrique C n’a pas de points 
singuliers à tangentes confondues, la formule (5) du para- 
graphe précédent qui donne le genre se réduit à 

7è 


P= -—m +1, 
» 


\ 


car 1l n’y a pas de cycles d'ordre supérieur à un, et, en rem- 


plaçant » par sa valeur, qui alors est (p. 6) 
CRE: ). 
n = m(m—i)—è= mm)" — 


Æ désignant l’ordre d’un point multiple, on a pour p la valeur 


MOG7E ; 2) à ÉLAEEL 
PE 2 D 2 - 


Je vais prouver que, dans ce cas, le genre est positif, c’est- 


entière 


à-dire que le nombre des intersections d’une courbe C avec 
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R À AE , (Mm—1)(m— 2 + 
elle-même ne peut être supérieur à COS En effet, 


supposons que ce nombre puisse être égal à 


AE (Mm—1)(m—)) nm? — 3m —+ 4 
(A) RON AE RE ET EEE 
7 2 
; m?— 3m —-4 OURS 
au moins. Par s des rencontres faisons passer une 


courbe C’ d'ordre m—1,ce qui veut dire, par exemple, que 
si la courbe C à un point d’ordre de multiplicité k, j'assujet- 


üurai la courbe à passer par ce point et à y avoir un point d’or- 
m'—3m—+é4. 
d'A 


dre Æ — 1 ; cela revient à assujettir la courbe C’ à 


conditions; en effet, assujettir la courbe C/ à avoir un point 
d'ordre Æ — 1 en un point déterminé, c’est bien l’assuiettir 
Ï J 


4 x JET A 
à Sert conditions. Or une courbe d'ordre » —1 peut être 


« 


m—1)(m 2) Mm'+ mn —)2 he: 
; * OU -———— conditions;les con- 
2 


ditions auxquelles elle a déjà été assujettie ne permettent plus 
que de lui faire remplir 


assujettie à 


IN? — mm — 9 M? -— 3m +4 
——————— = —— = 2N — 3 
7 > 


conditions; profitons-en pour la faire passer par 2 — à 
points de la courbe C. Comptons à présent le nombre des 
intersections des courbes C et C/. En un point d'ordre #Æ de C 
(p- 41), elles ont Æ(Æ — 1) points communs confondus, c’est- 
à-dire deux fois autant de points communs que la courbe C 
a d'intersections avec elle-même. Il en résulte que le nombre 
des intersections de C et C/ confondus sur les points singu- 
Lers est double du nombre (A), c’est-à-dire 


In? — 3m —- 4. 


. Si l’on ajoute à ce nombre les 2m — 3 autres points par les- 
quels on a fait passer C’, on a un total de points 


M Mm+1—= m(Mm—1) +}; 
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mais les courbes C et C! sont de degrés m et m — 1 : elles ne 
peuvent donc se couper en plus de m(m — 1) points que si 
une partie ou la totalité de la courbe C/ se confond avec C; 
en d’autres termes, que si cette courbe C n’est pas une courbe 
proprement dite, mais bien un ensemble de courbes distinctes. 

Maintenant considérons une courbe avec des singularités 
quelconques; au moyen d’une série.de transformations qua- 
dratiques, on la changera en une courbe n'ayant plus de points 
singuliers à tangentes confondues. Cette suite de transforma- 
tions n’aura pas altéré le genre; donc : 

1° Comme après la transformation le genre se trouve être 
un nombre entier positif, on en conclut que : 


Le genre d’une courbe est toujours un nombre entier et 
positif (pour une courbe indécomposable). 


2° Si, dans la formule (5) du paragraphe précédent qui 
donne le genre p, on remplace n par sa valeur (p. 67), on 
trouve 

7e (m Je ANSE ne 0, 
. I AS . 
et l’on voit que s + à DKC — 1) est un entier. 

Si une courbe peut se décomposer en d’autres d’ordre 
moindre, son genre peut devenir négatif; par exemple, un 
système de trois droites est une courbe de troisième degré 
de genre 1 — 3 — — 2. En général : 


Le genre d’une courbe C formée de plusieurs autres 
5 
Ci, Co. ..., Cx de genres p;, P2, -.-., pren nombre k est 
égal à | 
Pitpa+...+pr-—k+r. 


\ 

En effet, le genre P de la courbe C est, en appelant m son 
degré, à la somme de ses rencontres avec elle-même, 7 l’ordre 
d’un de ses cycles d’ordre supérieur à un, 


1 De) 5 ON 


2 


L. — Zraité d'Analyse, IN. 6 
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le genre p; de la courbe C; est, en le supposant de degré m;, 


Pres Ci tm n mn 


2 


à; et 7; désignant pour cette courbe les quantités analogues 
àdet 7. En général, les courbes C; se coupent en 


M4 No FE NU MEN NL NV > mm) 


points que l’on peut regarder comme des points doubles de C; 
on a donc 


+ G—n= D ùu+ Di DNA 


el, par suite, 


Dre TRS 2) 0 — D G—n+ mms; 


la formule (1) donne alors 


> Mi — 1) (à Mi — 2) 
> (HUE TL) CHENE ï RÉ —Ÿ mm +Ÿ p: 


P=Ÿp—k+tr. C. Q. F. D. 


Pie 


XVI. — Réduction des fonctions algébriques. 


Nous allons voir que toutes les fonctions algébriques de 
même genre sont réductibles à des types simples au moyen 
de transformations rationnelles. 

Au moyen d’une première transformation, on peut ramener 
une courbe algébrique à ne plus avoir de points singuliers à 
tangentes confondues (p. 73); soit donc 


(1) ILE ou (LS YA TES 
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une courbe algébrique d'ordre 7n à tangentes séparées, appli- 
quons-lui la transformation 


4 4 4 


(2) end DRE 
PCT, 3) X(2,7,23)  Ù(x, 7,2) 


dans laquelle nous supposerons les polynômes o, X; Ÿ de 
degrés s. Elle se transformera en une autre courbe 


(3) J'(æ,7', 3) = 0, 


dont nous désignerons le degré par »'. Commençons par 
évaluer m/. Désignons par d, le nombre de points simples 
de f = o par lesquels passent les courbes P—0,4Y—=0,Ÿ—0; 
par d, le nombre de points doubles de HA par lesquels 
passent les mêmes courbes, etc. Coupons la courbe (3) ipar 


la droite 
at +by'+ cz — 0, 


le nombre des intersections m’ sera celui des solutions des 
équations 

HE 0) ap + by + cd — 0, 
qui est ns; mais, de ce nombre, il faut défalquer le nombre 
des intersections de PO D 0 /— os Yénia 
parce que ces points fixes ne sauraient correspondre à des 
points x, y’, z': le nombre de ces points est 


di + Pa da te. .: 
on a donc 


(4) M'= MS — di—2d; — 3d; —...: 


le degré m! pourra donc par la transformation (2) être rendu 
d'autant plus petit que dit od, +... sera plus grand, etil 
y aura lieu, dans le but, de simplifier l'équation Ho, de 
faire passer les courbes P—0,%—0,Ÿ— 0 parle plus grand 
nombre possible de points de ee 0: 


Ces courbes étant d'ordre s contiendront dans leur équa- 


s(s +3 
2 


tion paramètres variables, et l’on pourrait les fare 
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passer par autant de points de f — 0; mais il faut que ces 
courbes soient variables, pour déterminer par leurs intersec- 
üons un point variable x', y’, z' avec x, y, & : ceci exige 
qu'elles n'aient pas toutes les trois des équations de la forme 
u + v, u ete désignant des polynômes donnés et À un para- 
mètre indépendant de x, y', 3!. Ainsi l’on ne pourra disposer 


et 


ue de — à des paramètres contenus dans Let 
4 P Pr Ps 


l’on pourra Ro faire passer les courbes © — 0, ee 0. 


L— 0 par —— AtE ue — 2 points de f — o. Appelons p le genre 


dé =0:€t f— 0. Soient d',, d',,... les nombres de points 
doubles, triples, etc., de f'= o. 

Faisons passer les courbes © — 0, X 0, VE ANR 
points simples de f— 0; 2° par les d, points doubles de la 
.même courbe; 3° par les d, points triples de la même courbe, 
mais en les assujettissant à avoir en ces points des points 
doubles; 4° par les d; points quadruples de f—o, en les 
assuJettissant à y avoir des points triples, etc. Alors on aura, 
au lieu de la formule (4), 


m'= ms — di — 2d; — 6d; —... 
RE 
ou, si l’on veut, 
(5) M'— MS —(m—1)(Mm—2) +92p — du, 
à cause de l’égalité 


Cm — 1)(m —0) 
es SRE A) OT ES 


#) 


on devra avoir ensuite, d’après ce que nous avons dit, 


s(« 3 
Re Le 3 00 6 CIE 
ou bien 
S+3 
AL ver DRE 
ou enfin | 
a 543). | mm) | 


> 2 F 
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Æ Examinons maintenant successivement les divers cas qui 
peuvent se présenter. 


—… 1° Courbes de genre 0, p—0. — On satisfait à la for- 
. : mule (6) qui devient 


| Pan 0 REA Pet AE ban D À 
TES 2 2 


en prenant s— m— 2, la formule (5) donne 


m=m(m—2)—{(m—I1)(m—2)— d; 


(A) | m=mMm—2— di. 


— o et le nombre de conditions 


(s +3) 
2 


PR s 
La différence entre 


(mm 2) 


; imposés aux courbes © —0,y—0, à —0o est 


NC 2) (mt 1) PRE (2 — 1)(m —) 


= IN — 4, 
4 L 4; 


_ on peut donc faire dans (A) d;—m — 4, et l’on a alors 
D donc : 


Toute courbe de genre zéro peut être transformée en 
une autre du second degré. 


Celle-ci à son tour pourra, au moyen d’une transforma- 
tion quadratique, être transformée en une ligne droite; ceci 
revient à dire que : 


Tuéorème I. — Les fonctions algébriques de genre zéro 
peuvent, au moyen de transformations rationnelles, être 
changées en fonctions du premier degré. 


2° Courbes du genre un, p —1. — On satisfait à la for- 
mule (6) en prenant 


lue \s(s +43) “ Gnruy(me3) 
à 2 
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c'est-à-dire s — m — 2; la formule (5) donne 


m'= M(m—2)—(m—1(m—2)+2 —d 
ou 


(B) m'= m — di; 


s(s +3) 


la différence entre — 2 et le nombre de conditions 


(m—1)(m—) 
2 
0 est 


— 1 imposées aux courbes P—0, Y—=0, 


(m—2)(m+:1) __(m—1)(m— 2) 
2 Nr 2 


+i1= m—3; 


on peut alors prendre d, — m — 3, et l’on a, au moyen de 
la formule (B), m'— 3. Comme p — 1, la formule 


__ (m'—1)(m—9) 


: — di Te 
donne 
1=1— d;, ou dr —=0; 
donc : 
Taéorëme IT. — Les fonctions algébriques de genre un 


peuvent, au moyen de transformations rationnelles, étre 
ramenées à des fonctions du troisième ordre de genre un. 


5° Courbes de genre p>=2. — II faut toujours satisfaire 
à la formule (6), et l’on y satisfera en prenant $s — m» — ». 
La formule (5) donne 


m=(m—2)m — di—(m—1)(m —2)+p 
ou 


(CG) M=mM—2—di+p; 


le nombre de paramètres dont on peut disposer pour déter- 
miner les courbes P—0, y —0, Ÿ—0 est 


Ets 3 DR 2) CES 


] 
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on pourra donc prendre d, = m—3 + p; alors la formule (C) 


donnera 
mM'=p+); 


ensuite la formule 


a WE CES) FEAR En 


2 
donnera 
RATER PRADA LI. 
Il résulte de là que : 
Taéorème II. — Au moyen de transformations ration- 


nelles, on peut toujours changer une courbe de genre p 
en une autre de degré p + 2, avec des singularités équi- 


Eikes F1) 


valentes à = points doubles. C’est ce que nous appel- 


lerons une La normale. 
En d’autres termes : 


Une fonction algébrique de genre p peut être trans/for- 
mée en une autre NES p + 2, avec des singularités 


équivalentes à Fee D points doubles, au moyen de trans- 


formations _ LATE 


Tels sont les résultats entrevus par Riemann, et rigoureu- 
sement établis dans ces derniers temps, grâce au beau théo- 
rème de M. Nüther. Le théorème de M. Nüther est en réalité 
le suivant : 


Au moyen de substitutions rationnelles, on peut tou- 
jours ramener une courbe à n'avoir d’autres points sin- 
guliers que des points doubles à tangentes séparées. 


Mais il n’existe pas, à notre connaissance, de démons- 
trations tout à fait rigoureuses de cette proposition géné- 
rale. 
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XVII. — Formes les plus simples des fonctions de genre zéro, 
un et deux. 


Une fonction de genre zéro peut être ramenée à satisfaire 
à une équation linéaire, et par une transformation homogra- 
phique toute fonction linéaire peut être ramenée à la forme 
J — x: telle est la forme normale d’une fonction de genre 0; 
en appelant alors n une fonction quelconque de genre o et Ë 
sa variable, £ et n seront des fonctions rationnelles de x et 
ÿ = +, c'est-à-dire de x. Ainsi se trouve démontré ce théo- 
rème que, si une courbe a son maximum de points doubles, 
ses coordonnées sont fonctions rationnelles d’un méme pPa- 
ramètr'e x. 

Üne fonction » de genre un et sa variable € sont fonctions 
rationnelles d’une fonction du troisième ordre et de sa variable 
sans point double. Or la fonction du troisième ordre sans point 
double peut, comme l’on sait (p. 62), au moyen d’une trans- 
formation homographique, être ramenée à satisfaire à l’équa- 
tion 


PE t(r—a)(r— 8) où YVES 
4 et $ désignant des constantes; par suite, 6 et n, pour une | 
fonction du premier genre, seront de la forme 
É=J(GR), n=F(z,R)} 
f et F désignant des fonctions rationnelles de x et du radical 


R= (x — ae — ÿ). 


Si l’on pose x — £?, on trouve 
= fils Vies), 
n= File Ve ae 5] 


fi et F, désignant des fonctions rationnelles. Nous verrons 
que le radical, sans cesser d’être du second degré, peut affecter 
les formes les plus diverses. Pour le moment il est établi que : 


Lorsqu'une courbe algébrique a son maximum de points 


ÉE - 
* ÿ re 
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doubles moins un, ou qu’elle est de genre un, ses coordon- 
nées peuvent être exprimées en fonction rationnelle d’un 
même paramètre t et d’un radical de la forme 


VAR AIBA LCA DEE, 
À, B, C, D, E désignant des constantes. 


Considérons encore une fonction, ou plutôt une courbe de 
genre deux : elle est réductible à une courbe du quatrième 
degré avec un point double. Prenons ce point double pour 
origine des coordonnées, posons y — {x : l’équation de la 
courbe du quatrième degré se réduira à une équation du qua- 


trième degré en x ayant deux racines nulles, et du quatrième 


degré en £. On pourra la diviser par +?, etx s’en déduira sous 


la forme 


a ET A 


E d'où y=t— 


T désignant une fonction de T du sixième degré et A, B 
des fonctions rationnelles. L’x et l’y d’une courbe algé- 
brique de genre deux seront donc des fonctions ration- 
nelles d’un paramètre t et d’un radical carré recouvrant 
un polynôme de sixième degré en t. 

Les coordonnées d’une courbe de genre p, quand p=5, 
ne peuvent plus en général s'exprimer en fonction d’un 
même paramètre sous forme algébrique explicite. 

Ces exemples montrent toute l'importance de la notion du 
genre, qui paraît aussi apte à classer les courbes algébriques 
que la notion de l’ordre. Il suffit, en effet, d'étudier les pro- 
priétés des courbes normales pour en déduire, par une mé- 
thode analogue à la méthode des projections, les propriétés 
les plus intéressantes des courbes du même genre. 


XVIII. — Exemples de courbes de même genre. 


Une courbe et sa transformée par polaires réciproques, 
ou méme une quelconque de ses corrélatives, ont le même 
genre. | 
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En effet, la polaire réciproque de la courbe 


J(&, Y, 3)= 0 


s'obtient au moyen de la transformation 


pd 2, 2 


PP MOT ‘193 


qui est rationnelle. Cette polaire réciproque est prise par. 
rapport à la conique æ? + ÿ° + 22 — 0; mais toutes les autres 
courbes corrélatives de f— o sont des transformées homo- 
graphiques de celle-ci; le théorème est donc démontré. 


Corollaire. — Nous verrons qu’une transformation par 
rayons vecteurs réciproques est un cas particulier de la trans- 
formation qnadratique; elle n’altère pas le genre; si l’on se 
rappelle alors que la transformée par rayons vecteurs réci- 
proques de la podaire d’une courbe est la polaire réciproque 
de cette courbe par rapport à un cercle (p. 50, t. IT), on voit 
qu'une courbe et sa podaire sont de même genre. 


Une courbe et sa développée sont de méme genre. 


En effet, pour avoir la développée de la COUTDE FPE 
il faut chercher l'enveloppe de ses normales, qui sont repré- 
sentées par l’équation | 


X—T' UV y 
APT SNE TU; ME 
dæ dy 
x : Ce + 2—Xx—VYy 
à la suite de ces rapports on peut écrire — F— » 
E 


on aura alors deux équations qui donneront X et Y coordon- 
nées d’un point de la développée en fonction rationnelle de 2 
et y. Donc, etc. 

Quand une courbe estunicursale, elle est carrable en termes 
finis, puisque ses coordonnées æ,y sont fonctions rationnelles 


d'un même paramètre, et alors fy dr, son aire, est une inté- 
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grale de fonction rationnelle. Toutes ses développées succes- 
sives sont de même genre zéro, et par suite elles sont égale- 
_ ment carrables en termes finis. Il en est de même de ses 
transformées par rayons vecteurs réciproques, par polaires 
réciproques, et de ses podaires. 

_ De ce que la polaire réciproque d’une cbe et cette 
courbe ont le même genre, il résulte que le genre d’une 
courbe peut s'exprimer au moyen des singularités de cette 
polaire, qui sont relatives aux tangentes de la courbe elle- 
même, mais cette formule ne nous sera pas utile. 


: XIX. — Des transformations birationnelles. 


Une transformation est bérationnelle quand, les anciennes 
variables. étant des fonctions rationnelles des nouvelles va- 
riables, celles-ci, à leur tour, sont encore fonctions ration- 
nelles des anciennes. 

Soit | 


(1) | = 


une transformation qui doit être birationnelle; U, V, W seront 
trois polynômes entiers en x, y, z, homogènes et de degré m. 
Pour que cette transformation soit birationnelle, il faut que 
l’on puisse en tirer x, y, z en fonctions rationnelles de x’, y, z!. 

Or à chaque point x’, y', z! correspondront m? points, 
intersections des courbes 


(2) Vz—Wy'=—o, Wzæz'— Uz'=o. 


Supposons que les courbes U — 0, V —0, W — 0 se coupent 
enp points dits fondamentaux; les courbes (1)ou (2) passeront 
par ces p points fixes et, par suite, m? — p seulement de leurs 
autres intersections seront fonctions de x’, y’, z'; si l’on avait 
p=m?—1,un seulpoint d’intersection des courbes (1) serait 
fonction des x’, y’, z'et serait fourni par des formules ration- 
nllesenr,,7, 3". 
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Pour qu'il existe des formules de transformation bira- 
tionnelles de degré m, ilest donc nécessaire que les courbes 
ÜU—=o, V=o, W—o d'ordre m, aient m?—1 points 
communs. 


Mais cette condition est loin d’être suffisante; en effet, si 
l'on prend W — U + } V, les courbes U, V, W— 0 auront 
m? points communs et les courbes (2) auront les mêmes 
points communs qui seront fixes ; aux points x’, Y', 3! corres- 
pondraient alors des points fixes : nous n’aurions pas ainsi 
des formules de transformation proprement dites. 

Pour que nos formules de transformation puissent être 
regardées comme telles et soient de quelque utilité, il faut 
que, étant donné le point variable (z', y', z!'), on en déduise 
pour (x, y, z) un autre point variable. Nous nous Imposerons 
même cette condition que (x, y, 3 )varie, de quelque façon que 
l’on fasse varier (x, AUD) t 

Supposons que l’on fasse décrire au point x/, y/, 5! une 
droite ax'+ by + c3— 0, le point æ, y, 3 décrira une 
courbe aU + bV = ce W — 0; nous nous imposerons cette 
condition que la courbe aU + bV + ce W — o renferme deux 
paramètres arbitraires comme la droite qui lui correspond, ce 
qui n'aurait pas lieu si les courbes U — 0, V=oet W—o 
faisaient partie d'un même faisceau. 

Mais il se présente ici une difficulté; les courbes U — 0, 
V=o, W — 0 devantavoir m°?— ] points communs, il semble 
précisément qu’elles doivent faire partie du même faisceau : car 


, Der m(m + 3 < ; 
une courbe d'ordre mn est déterminée par PCT points, et, si 
2 


m(m +3 é ; et 
nm >2,0n'a ea <[ im? — 1. Mais cette difficulté dis- 


paraît quand on s'arrange de manière que les points communs 
aux courbes considérées soient des points multiples. Nous 
allons, en effet, prouver que : 


St les courbes U — 0, V—=0o, W—oontien commun Cr 
points ordinaires, +, points doubles, .., «x points d'ordre 


i 
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. de multiplicité k, on pourra toujours choisir ces nombres 
dy, Go, ..., x, de telle sorte que les courbes en question 
_ aient m?—1 intersections communes et que la courbe 


LUN WE 0 


renferme encore deux paramètres arbitraires, c'est-à-dire 
qu'on puisse encore la faire passer par deux points arbi- 
trairement choisis. 


Deux points d’ordre X étant confondus, les courbes aux- 
quelles ils appartiennent ont en ces points #? points communs ; 
on devra donc avoir 


(1) du + Âto +... + La = m?i—1. 


D'un autre côté, la donnée d’un point d'ordre Æ impli- 
k(k dr % 2 
quant ÉACL conditions, 1l faudra qu’en obligeant la courbe 
aU+bV+cW à avoir «, points simples, & points dou- 
: m(m+3) 
2, 


bles, etc., on ne lui impose que — 2 conditions: 


donc 


à K(kK+H1).._ m(m+3) 
(2) 22 TEA Po CAR PRRRRE SET PYÈE ORAN CAT 


Retranchons (2) de (1) : nous aurons 


K(K —1) 


(3) LE RARE ap= = (m—1)(m—2). 


Or, le point d'ordre Æ pouvant être considéré comme la 


réunion de EAU points doubles, cette dernière formule 


prouve que les courbes aU -+ bV + c W = 0 ont leur maxi- 


Mont a) à, points doubles; elles sont donc uni- 
2 


cursales, ce que l’on vérifie immédiatement en observant 
que ces courbes correspondent à des droites et qu’à des 
courbes unicursales doivent correspondre des courbes uni1- 


mum 


cursales. 
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Tuéonime. — Sÿ l’on considère les trois points multiples 
des courbes U =0, V —0o, W —0o qui sont de l’ordre le 


A 


Plus élevé, la somme de leurs ordres est supérieure à m. 


En effet de (1) et (3) on tire par soustraction 


(4) RAT 2 a de AG SES 


soient 7, s, {les ordres des points multiples de l’ordre le plus 
élevé, (1) et (4) pourront s’écrire 


A + Ada +... + Lay — M —1— r2— 52, 


QU 209 +... PT = SiMm—3—r—Ss; 


multiplions la seconde formule par £ et retranchons-en la 
première, le premier membre de l'équation résultante sera 
positif el l’on aura, par suite, 


t(im—3—7r s) HIS o 
ou bien 


(4) RÊ— S mt TRE EE SV 


or, si l’on égale le premier membre à zéro, on trouve 


31 A 
(5) me E/o 7 ++ 3 re 
Re 
La quantité sous le radical peut s’écrire 
t\?2 
(r+s- ] HA — 2 PSS TERRE 
Or r et s sont au moins égaux à £; donc cette quantité est 
e FA 2 . 
moindre que (r+s — :) ; par suite, les valeurs (5) de m 


À F FA 34 4 
sont au plus égales à r + s — nue js °Uuàr+s+t; donc 


enfin l'inégalité (4) ne saurait avoir lieu que si 
4 CEA SL EE C. Q. F: D. 


Ce théorème est important Pour ce qui va suivre. 
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XX. — Réduction des transformations birationnelles 
à des transformations quadratiques. 


Considérons une iransformation birationnelle quelconque 


U, V, W ayant la même signification qu’au paragraphe pré- 
cédent; prenons pour sommets du triangle de référence les 
trois points singuliers des courbes U, V, W — o dont l’ordre 
est le plus élevé, puis effectuons la transformation quadratique 
sur une des courbes aU + bV + cW. En appelant r, 5, 4 
l’ordre des points singuliers en question, une courbe d’ordre m 
se transformera en une autre d'ordre 2m — r — 5 — { moindre 
que mn, en vertu du théorème précédent, mais elle présentera 
aux points fondamentaux des singularités d’ordre m — s — #4, 
DENT NM TS OU (7 + Ss +l)+r, ...,c'est- 
à-dire d'ordres au moins (p. 94) égaux à r, s, €, qui seront 
encore des points de l’ordre le plus élevé, puisque la trans- 
formation quadratique ne modifie que les singularités des 
points principaux. Une seconde transformation quadratique 
abaissera encore l’ordre de la courbe considérée, et ainsi de 


suite. On finira par tomber sur une transformée rectiligne. 
Ainsi : 


Tuéorëme. — Toute transformation birationnelle se 
réduit à une série de transformations quadratiques. 


D'ailleurs, une suite de transformations quadratiques con- 
stitue évidemment une transformation birationnelle. 


| 
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CHAPITRE EV. 


APPLICATIONS -GÉOMÉTRIQUES DES DOCTRINES EXPOSÉES 
AU CHAPITRE PRÉCÉDENT. 


I. — Courbes unicursales ou de genre zéro. 


Les courbes de genre zéro ont reçu le nom de courbes 
unicursales ; leurs propriétés les plus intéressantes résultent 
de ce que l’on peut exprimer leurs coordonnées en fonction 
rationnelle d’un même paramètre. 

Commençons par démontrer que, si une courbe peut étre 
représentée par des équations de la forme 


ne AE AAC 
( F— (2 NOM 


©, 4, Ÿ désignant des fonctions entières que nous Suppo- 
serons du degré s, cette courbe est de genre zéro. 

1° La courbe représentée par les équations (1)est d'ordres; 
en effet, elle coupe en s points la droite 


ax + by + c=0o. 


Les points d’intersection s’obtenant en éliminant x et y entre 
celte équation et (1), ce qui donne l'équation du degré s 


ap + by + cd —0; 


les.s valeurs de # qu’on tire de là, portées dans (1), feront 
connaître les coordonnées des s points d’intersection de la 
droite et de la courbe. 

2° Cherchons maintenant l'équation tangentielle de la 
courbe; 1l faut exprimer que la droite 


2Ë6+yn+zl—=0o, 
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lui est tangente ou, ce qui revient au même, que l’équation 
Ep NX + EY = 0 
a une racine double en £. Cette équation différentiée donne 

ép + nx + = 0; 
de cette équation et de la précédente, on tire 
ë CAE IUT SATA RRNTAAEES 
XX pd px —yxv 


Les coordonnées tangentielles £ : + : € pourront donc s’expri- 


mer en fonction rationnelle de #:; le degré de la polaire réci- 
proque de la courbe proposée sera, d’après ce que l’on a vu 


tout à l'heure, le degré des polynômes yd/’ — VPN AP Geste 


à-dire 25 — 2 ; en effet, ce degré est en apparence 25 — 1 , Mais 


_1l est facile de voir que les termes de degré 25 — 1 sont iden- 


tiquement nuls. Ainsi la classe 7 de notre courbe est 25 9 : 
en supposant que la courbe n'ait que des points multiples à 
tangentes séparées, on a, en appelant Ôle nombre desrencontres 


de la courbe avec elle-même, 


« SE) (PSE 29 
DO S(S— 1) 025, RL 1 1 
2 
la courbe est donc de genre o. | 
3° Cherchons encore ses points d’inflexion; ce sont ceux 
où la droite 
axz+by+cz—=0o 


rencontre la courbe en trois points confondus, ce sont ceux où 
ap +by+cb—=0o 


a une racine triple; en rendant cette équation homogène par 
l’introduction d’une variable w, il faudra qu’en un point d’in- 
flexion on ait 


92% 02 o24 
DAMES Ga 0 
2 GAY 24 
b — = 
tou | tou + © dtou 
| 20 2 LEE FAN INSEE 
du? OEM ou? — 2 
L. — Traité d'Analyse, IV. 7 
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c’est-à-dire 


UE o2y 924 
otou tou dtou 
EE) y 24 


l'ours 


Cette équation de degré 3(s — 2) détermine les points d’in- 
flexion dont le nombre est 3(s — 2), ce qui permet aussi de 
calculer le nombre des points doubles et d'en conclure que 
le genre de la courbe est zéro. 

S1 la courbe avait des points multiples à tangentes con- 
fondues, on la soumettrait à une transformation rationnelle 
qui séparerait les tangentes ; son genre deviendrait alors zéro, 
car ses coordonnées seraient toujours des fonctions ration- 
nelles de £ : donc, etc. CNE 10: 


IT. — Courbes unicursales du second et du troisième ordre. 


Toutes les courbes du second ordre sont unicursales ou de 
genre zéro ; pour exprimer les coordonnées d’une conique en 
fonction d’un même paramètre, il suffit de désigner par a, 
b les coordonnées d’un point de la courbe: le coefficient 
angulaire £ de la corde qui va du point (a, b) au point 


ÉARUENTNN ne si, dans l’équation de la conique, on fait 
J—=b+(x— a)t, le facteur x — à peut être supprimé et 
l’on a une équation du premier degré en x, qui le fait évaluer 
en fonction rationnelle de £; y est alors aussi fonction ration- 
nelle de £, puisqu'il est égal à b + (x — a). 

Les courbes unicursales du troisième degré ont un point 
double; on peut ramener leurs équations, au moyen de trans- 


formations homographiques, à l’une des formes 
VISA art, VAE 


suivant qu'elles ont un point double ordinaire ou un rebrous- 
sement. 
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On peut donner à l'équation des courbes du troisième degré 
unicursales une forme remarquable : une telle courbe peut 
ètre représentée par les équations 


T=aB+$ + y s +, 

J=uts+fpaiyrro, 

2 = 0"t3+ fre ps 4 57. 
Soient L, M, N trois indéterminées: si l’on exprime que 
Lz+My-+Nz est un cube parfait, on trouve trois systèmes 
de valeurs des rapports L:M:N: on a donc trois équations 


de la forme 
Lr+My+Nz— Ts, 


L'œæ+MyNz= TS, 
L'o+ My + N'a = TS, 
T*, T3, T3 désignant trois fonctions entières de £ qui sont 
des cubes parfaits; une transformation homographique rem- 
placera ces équations par les suivantes 


L 


4 up 1 
NES ES AREA AS TRE 


et l'élimination de t conduira à la forme que nous voulions 
obtenir 
1 1 1 
ANR BYE LO7S 0 


A, B, C désignant des constantes. 


III. — Courbes unicursales du quatrième ordre. 


Les courbes unicursales du quatrième ordre étant de genre 
; A ME : 
zéro doivent avoir = 3 points doubles. 


Soit f(æ, y, :)— 0 l'équation d’une conique quelconque 
rapportée à un triangle de référence. Soient w, », æ trois 
polynômes quelconques du second degré, tels que les coniques 
U— 0, —0,#— 0 aient trois points communs, Je dis que 


Tu, P, wm)=0 


sera l’équation générale des courbes unicursales du quatrième 
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degré, passant par les trois points communs à 4 =0,=0, 
æ — 0, et ayant ces points pour points doubles. En effet : 
1° Les points par lesquels passent les trois coniques sont 
bien des points doubles, car on a 
Of __ Of du df d . of dw, 
0e qu 0x 410 OT UMOFERE 
le second membre est évidemment nul pour 4 —0, # = 0, 
L1 A 0 0 LA 
æ — 0; il en sera donc de même de #;, —;, et les points 
0x dy 0z 
où l’on aura 4 — 0, 6 — 0, w — o seront des points doubles. 
2° L’équation f(u, v, w)—0o contient cinq paramètres 
arbitraires, c’est-à-dire un nombre de paramètres égal à celui 


d'une courbe du quatrième degré dont on a donné trois points 
doubles, car une courbe du quatrième degré dépend de 


/ " ; ; : 
27 — 14 paramètres : la donnée de trois points doubles équi- 


vaut à celle de neuf paramètres; lorsque ces points sont 
donnés, il ne reste plus que 14—9—5 paramètres dans 
l'équation. 

Prenons, comme il a été dit, pour triangle de référence le 
triangle dont les sommets sont les points doubles de la courbe 
unicursale du quatrième degré; les coniques u=0, p=0, 
æ — o devront être circonscrites au triangle de référence, et 
auront des équations de la forme | 


À Y3 + T3 + VXY = 0. 

Parmi ces coniques se trouvent les systèmes de deux droites 

Va 0 vie 0, LYS O, 
de sorte que l'équation des courbes unicursales du quatrième 
ordre pourra se mettre sous la forme 

TYS, T3) LY )= 0; 

on obtient donc les courbes unicursales du quatrième ordre 
en effectuant la transformation quadratique 


L4 r 4 


RS APT 2 
QG) vs Dir | œy 
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sur léquation générale des coniques 


HET ae 0: 


Les propriétés des coniques feront donc connaître celles des 
courbes unicursales du quatrième ordre. 

En particulier, on sait que, quand une conique coupe les 
trois côtés d’un triangle, les droites qui joignent les som- 
mets à ces points d’intersection sont tangentes à une même 
conique; on en déduit que : 


Les six tangentes aux nœuds de la courbe unicursale 


_ du quatrième ordre sont tangentes à une méme conique. 


Car les droites joignant les sommets du triangle de réfé- 
rence aux points d’intersection de la conique qui, transformée 
par la substitution (1), fournit la courbe du quatrième degré 
sont à elles-mêmes leurs propres transformées et deviennent 
les tangentes aux nœuds. Pour le prouver, considérons l’équa- 
tion AP: 

J(yz, zx, xy) = Ay?z° + A'z222 + A"x2 y? 
+2B2?7yz + 2B'y2xz + 2B'z2?xy. 


2 


z 


L'équation des tangentes en x —0, y —0 sera —= —0o ou 


< 
3? 


Ay?+ A x? +2B'xy =0; 


c’est l'équation du faisceau des droites issues du point x — 0, 
y =0 et aboutissant aux intersections de la conique 


MUR V1) — 0 


avec la droite z — 0. Donc, etc. ONQ UE. D: 

On peut classer les courbes du quatrième ordre unicursales 
d’après la manière dont les coniques desquelles ‘elles sont 
les transformées coupent le triangle de référence, ou, si l’on 
veut, le triangle des trois nœuds. 

En général, on appelle les courbes du quatrième degré des 
quartiques, et les courbes du quatrième degré unicursales 
ayant trois nœuds sont désignées sous le nom de quartiques 
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trinodales. Lorsque les trois points d’intersection de la 
conique génératrice avec le triangle de référence sont réels, 
les trois nœuds de la quartique trinodale ont des tangentes 
réelles; si un côté du triangle de référence coupe la conique 
en deux points imaginaires, les tangentes à la quartique au 
sommet opposé sont imaginaires : ces points sont alors des 
points isolés. 

Un cas intéressant est celui où la conique touche un côté 
du triangle de référence; le sommet correspondant est alors 
pour la quartique un point de rebroussement. Lorsque la 
conique génératrice est inscrite dans le triangle de référence, 
la quartique est dite éricuspidale, elle a alors trois rebrous- 
sements ; les tangentes aux rebroussements se coupent alors 
évidemment en un méme point. 

L'équation générale des quartiques tricuspidales se déduit 
facilement de la conique génératrice : cette équation est 


IV. — Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques. 


La transformation par rayons vecteurs réciproques, dont 
nous avons déjà eu l’occasion de parler, est une transforma- 
ton quadratique. En effet, en appelant r et 7 les rayons 
vecteurs de deux courbes transformées l’une de l’autre par 
rayons vecleurs réciproques, en prenant le pôle pour origine 
des coordonnées, on a 

TI S 
et, en appelant x, yet x/y/ les coordonnées des points dont 
r et r’ sont les rayons vecteurs, 


PAS" Net r 
d’où l’on tire 


(1) me 
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on à d’ailleurs 
RÉMRS er EEE) 
| ai+y? Ep 


Les points fondamentaux sont les points circulaires de l’infini 
et le pôle de la transformation. 

 Étudions l'influence d’une transformation par rayons vec- 
teurs réciproques sur le degré d’une courbe. Soit 


(2) nes Y) + fm Y) +... + fo = 0 


l'équation d’une courbe de degré m, fi(x, y) désignant en 
général un polynôme homogène de degré ci. Si nous effectuons 
la transformation (1) en effaçant les accents devenus inutiles, 
nous obtenons sa transformée par rayons vecteurs réciproques 


À (e» km f,,(æ, Y)+r? k2m-2 f,,_1(, y) SE METEE r2m fo 0, 


r? désignant, pour abréger, x? + y?. Cette équation sera 
en général de degré 2m. Ainsi, en général : 


Une transformation par rayons vecteurs réciproques 
double le degré d’une courbe. 


Toutefois, supposons que la courbe ait pour points mul- 
tiples le pôle et les points circulaires de l'infini (points fon- 
damentaux). Soient qg l’ordre de multiplicité de l’origine, 
p l’ordre de multiplicité de chaque point circulaire de l'infini. 
Le dernier terme de l'équation (3) sera r?7?9 421 f, et l’équa- 
tion en question ne sera plus que de degré 2m—2q +9 
ou 2m — q; de plus r?? sera en facteur partout, en sorte que, 
si on le supprime et si l’on désigne par mn le degré de la trans- 


formée, on aura 
M'=2mM—2p—4q; 


en appelant p/ le nombre de fois que la transformée passe par 
chaque point circulaire de l'infini, et g/ le nombre de fois 
qu’elle passe par le pôle, on a en outre 


ip = m—2q, g=mMm—p—-g; 
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on a de même 
LA [A ! \ 6 LA A 4 LA 
RENÉE RGES DS ENND = MN AT G=m—p—q". 


Au surplus, ces dernières équations sont des conséquences 
de celles qui précèdent. 
ÿ | 
Comme l’on voit, si m— 2p + 4, le degré m! de la trans- 
1 ? | 

formée pourra devenir égal à celui de la proposée m. C’est ce 
qui a lieu dans le cercle m— 2, p—1, 4 — 0, quand il ne 
passe pas par l’origine. 


V. — Des courbes anallagmatiques. 


M. Moutard a étudié les courbes qui sont à elles-mêmes 
leurs propres transformées par rayons vecteurs réciproques 
sous le nom d’anallagmatiques ; elles jouissent de propriétés 
curieuses, grâce à la présence de leurs points singuliers qui 
coïncident avec les points circulaires de l'infini. 


Taéorème De M. Mourarp. — Toute anallagmatique est 
l'enveloppe d’une série de cercles orthogonaux à un cercle 
fixe appelé directeur, et dont les centres se meuvent sur une 
courbe appelée déférente. 


En effet, si l’on considère le quadrilatère qui a pour som- 
mets deux points infiniment voisins de l’anallagmatique et 
leurs correspondants, ce quadrilatère sera inscriptble, et le 
cercle circonscrit touchera l’anallagmatique en deux points m 
et m'. Du pôle O, menons la sécante Om, elle passera en »! 
et l’on aura Om + Om — £?, k désignant le module de la 
transformation ; si de O l’on mène la tangente à ce cercle, elle 
sera égale à Æ, et il est clair que le cercle de rayon Æ dé- 
cril de l’origine comme centre sera orthogonal au premier 
cercle considéré qui enveloppe l’anallagmatique. 

CON 


Le cercle directeur est donc le cercle de rayon # décrit du 
pôle comme centre. 
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» Réciproquement : Toute enveloppe de cercle qui reste 

\ orthogonal à un cercle donné est une anallagmatique. 

Donnons-nous une déférente, c’est-à-dire une courbe le 
long de laquelle on fera mouvoir le centre d’un cercle ortho- 
gonal à un cercle fixe de rayon Æ; prenons le centre de ce 

cercle directeur pour pôle d’une transformation de module #. 
La tangente à la déférente au point où se trouve le centre du 
cercle qui engendre l’anallagmatique est perpendiculaire à la 
droite qui joint les deux points où le cercle mobile touche 
son enveloppe; pour le prouver, il suffit d'observer que le 
cercle mobile a pour équation 


LE PR GAS ES 
4 et Ê désignant un point de la déférente ; comme il est ortho- 
gonal au cercle x? + y? — k?, on a 


a? 82 — R?+ #2 


et, par suite, son équation peut s’écrire 
| a+ y?—2oux —28y + k?—0; 


son enveloppe s’obtient en éliminant « entre cette équation 
et sa dérivée 
æ+f$'y—=o, 


qui exprime que le coefficient angulaire $' de la tangente à 


la déférente est égal à — F la tangente à la déférente est donc 


perpendiculaire au rayon vecteur des deux points où le cercle 
mobile touche son enveloppe. 
Soit P le point où la tangente à la déférente rencontre le 


rayon vecteur Om! des points où le cercle mobile touche 
l son enveloppe; on aura 


Om + Om 
D ——————— 


2 


OP k2 = Om.Om'; 


si l'on prend sur OP un point P' tel que OP. OP'=— Æ?, le 
point P’ décrira la polaire réciproque de la déférente par 
rapport au cercle directeur. 


L 


] 


| k 
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De là résulte la construction suivante de l'équation de 
l’anallagmatique. 
Soit 


(1) (x, y)=0 


l'équation de la polaire réciproque de la déférente par rap- 
port au cercle directeur, courbe que nous appellerons aussi 
seconde déférente, les points m et m’ ou plutôt l’un d’eux 
ayant pour coordonnées x el y, et pour rayon vecteur 47 AS À 
sera racine de l’équation du second degré 


7r—9290Pr+Æ—0o 
ou 


de là et de l'équation précédente on tire 


FL OL ORNE EE VAE 


PU NE COTON 
donc 
: 242x 
LE Er PLP ER QAR TE TL, 
eus D? + ? + k2 
a) 
| 22 y 
Y:= + 


+ y? + K2? 


l’équation de l’anallagmatique est donc 


E F2 
(3) fr )=0 


LHyitki a+ y e 


ou, Si (ZX, y, 3) — 0 est l'équation de la seconde déférente 
en coordonnées homogènes, 


(4) fx, 2827, a+ y2+ 12) 0, 


La substitution (2) transforme donc une courbe en une autre, 
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qui est l’anallagmatique, ayant la polaire réciproque de celle- 
ci pour déférente. 
IL est curieux de voir quelle est la transformée d’une droite 


æ COSA + V SINX — P —0; 
cette transformée est le cercle 
2R2(x cosa + y sina)—p(x?+y?+ k2)— 0, 


dont le rayon R est donné par la formule 


Ce cercle est de rayon nul quand p — k, c’est-à-dire quand 
la droite donnée est tangente au cercle directeur. 

Si donc on mène une tangente commune au cercle direc- 
teur et à la seconde déférente, si l'équation de cette tangente 
4 ES 
æ COS4 + y sinx — £ — 0, 
alors: 

242(x cosa + y sina)— (x? + y?+ k?) —0 
sera l'équation d’un cercle de rayon nul bitangent à l’anallag- 
matique : son centre sera donc un foyer. Ainsi 


Mi KIC0ST, mi ASLn 


sont les coordonnées d’un foyer de l’anallagmatique (3). Les 
foyers d’une anallagmatique sont donc sur le cercle directeur; 
il est facile de voir qu'ils sont aussi sur la première déférente. 

En effet, ce sont les points de contact des tangentes com- 
munes au cercle directeur et à la deuxième déférente avec 
le cercle directeur; ces tangentes ont pour correspondants, 
dans la figure polaire réciproque, des points de la première 
déférente communs à cette déférente et au cercle directeur 
qui se correspond à lui-même. 

Ainsi : 


Les foyers d’une anallagmatique sont les intersections 
de la première déférente avec le cercle directeur. 


4 
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Mais une anallagmatique a encore d’autres foyers qui sont 
les foyers mêmes de la déférente; ces foyers sont des foyers 
singuliers. | | 

En effet, les foyers de la déférente sont des points de con- 
cours de droites isotropes tangentes à la déférente: ces droites 
sont évidemment tangentes à l’anallagmatique qui a pour 
points doubles les points circulaires de l'infini, car l’anallag - 

“matique et la déférente ont évidemment les mêmes tangentes 
isotropes. 


VI. — Anallagmatiques du troisième et du quatrième ordre. 


Soit f(x, y, 3)— 0 l'équation de la seconde déférente: 
nous avons Vu que l’équation de l’anallagmatique était 


JRx, 2ky, 22+ y2+ 2) — 0: 
son degré est donc en général double de celui de la seconde 
déférente. 
La seconde déférente étant du second degré, la première 


sera du second degré aussi : l'équation de la seconde déférente 
étant de la forme 


At?+2Bzy + Cy2  _2aT+2by 
4 k% BE TO. | 


2 42 


(1) la 


celle de l'anallagmatique sera de la forme 


(C2 + +R} +o(ax + by)(x?+ y2 +2) 
(2) 
+ Ax?+oBxy + Cy?=o, 


elle sera du quatrième degré ; lorsque la seconde déférente 
passe par l’origine, la première est une parabole, l'équation (1) 
ne contient plus de terme constant et l’anallagmatique a pour 
équation | 

(3) Ar+oBxy +Cy?+o(ax+ byY(x? + y2+ k2) = 0. 


Les équations (2) et (3) sont, comme il est facile de s’en 
assurer, les équations les plus générales des anallagmatiques 


D: de OR 
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du quatrième et du troisième degré. Elles peuvent en effet 


s’écrire 

(4) (a+ y?) +<o(az+by)(x2+y?) 

l +P+ek(ar+o0y})+ kt= 0, 
(5) 2(22+ y?h(ax +<by)+P +2k(ax +by)=o, 


P désignant un polynôme homogène du second degré. 


Les anallagmatiques du quatrième degré ont pour 
points doubles les points circulaires de l'infini, et, réci- 
proquement, toute courbe ayant les points circulaires de 
l'infini pour points doubles et qui est du quatrième degré 


est une anallagmatique. 


La première partie de ce théorème est évidente à l’inspec- 
tion de l'équation (4); réciproquement, toute courbe ayant 


les points circulaires de linfini pour points doubles et qui 


est du quatrième degré a une équation de la forme 


“(Ghz +72) + a(ax + by)(z? +y?)+ Pr + Pi+Po= 0, 


P,, P,, P, désignant des polynômes homogènes de degrés », 
1, 0. Désignons ‘encore cette équation par DOM) 0, et 
transportons l’origine en «, f, nous aurons une équation de 


la forme 


(ee 72) + o(ax +by)}(x?+ y?) 


0 dc 
HoGes veby)a+pt)+Pate + y + ele, B)=0; 


cette courbe sera une anallagmatique rapportée à son pôle, 
si l’on a 


0) 
2k(a +24) =) 2(D +28) = 5 


o(a, B)= f%. 


Ces trois équations détermineront #, ÿ, A; pour avoir le 
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nombre exact de leurs solutions, observons que l'élimination 
de Æ? donne 


n 4 9 99 
” (OHaR)T AT ROS 
7) 

UAAURE 

Ga.06 1 (4 HAN 
Posons 


G—=2+ft+aa+ DB, 
H = A+ Cf+2Da+2E8s+F: 


on pourra supposer 
(a, B)=G2+H; 


les équations (9) pourront alors s’écrire 


eee | et a 62 M )=e) 


08 0x ‘dx 0x \? 08 08 
ER: 0G : GH\ PE OSS 
ou 
[0G OH _0G 0H 
ne 
(8) 


| G (2 en 9G 0G , Ho 
0x 08 * 08 0x dx 0f 0x 0f 

La première de ces équations est du second degré, elle 
représente une courbe qui a pour directions asymptotiques 
l’axe des x et l’axe des y. La seconde est du quatrième degré, 
elle a les mêmes directions asymptotiques : donc ces deux 
équations ont huit solutions, dont six seulement sont finies ; 
deux de ces solutions ne conviennent pas à la question : ce. 


: b GATE - CE 1 
sont les solutions 8 — — sta — —" quiontété introduites 
en éliminant #? par voie de multiplication. Donc : 

Les courbes du quatrième degré qui ont les points cir- 
culatres de l’infint pour points doubles sont anallagma- 


liques par rapport à quatre pôles différents : elles ont 
donc quatre déférentes et quatre cercles directeurs : elles 


ne, à pride: 2 de : 
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sont de quatre manières différentes des enveloppes de 
cercles orthogonaux à des cercles fixes. 


VIT. — Propriétés des foyers des anallagmatiques 
du quatrième ordre. 


On peut mettre l'équation de la seconde déférente d’une 
infinité de manières sous la forme 


QG) (Xi, X», F5) 0: 


X4, X2, X; désignant des polynômes homogènes du premier 
degré. ne par exemple, 


(2) Xi a + Pi + Ya, 
Si l’on fait la transformation 


ox 2 K27y 


a a — 
DE y2+ 42? Y GR pr 42 


la courbe (1) devient une anallagmatique; or, dans cette 


hypothèse, (1) devient 
(3) (181 Y2S2, Y3S3) — 0, 
et l’on a, en supprimant les accents, 
V1S1= 22 (um + By) + ya + y2+ k2); 


S, est la puissance d’un certain cercle S, — o dont les coor- 


9 Æ20 42 
données du centre sont — : :, F5 et dont le rayon est 
Yi 1 


5 (ai + 7) — 4?; il est donc orthogonal au cercle directeur. 


Donc : 


Toute anallagmatique du quatrième degré jouit de 
cette propriété, qu'il existe une relation homogène du 
second degré entre les puissances d’un quelconque de ses 
points par rapport à trois cercles orthogonaux au cercle 
directeur. 


Supposons que l’on prenne les trois droites X, — 0, X: — 0, 
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X3 — 0 tangentes au cercle directeur; alors on peut supposer 
a" GRIS TERRE 
Xj — COSOE:1, Pi SINY:, Ÿ1 , ete) 


et les rayons des cercles S,, S,, S; seront Æ' — Æ‘ ou nuls; 
donc alors on voit que toute anallagmatique du quatrième 
ordre peut être représentée par une équation de la forme 


HAS S2, S3) — O, 


(on VOD: désignant les distances d’un point de la 
courbe à trois points fixes. 

Nous considérons en particulier trois droites X,—0, 
X2— 0, X; — 0 tangentes à la seconde déférente et au cercle 
directeur; la déférente en question aura une équation de la 


forme de M 
di VX1+ ai Xo + az VX3= 0; 


l'équation correspondantede l’anallagmatique sera de la forme 


bi Si1 + ba VS + UF VS: = 0. 
Donc : 


Toute anallagmatique du quatrième ordre peut étre 
considérée comme le lieu des points tels qu'il existe une 
relation linéaire et homogène entre les distances de chacun 
de ses points à trois points fixes. | 


Les points fixes en question sont les foyers de l’anallag- 
matique. En effet, ce sont des centres de sphères de rayons 
nuls évidemment bitangents à l’anallagmatique, puisque ce 
sont les transformées de droites tangentes à la seconde défé- 
rente. Autrement, ce sont les points de contact du cercle 
directeur et de la tangente commune à la deuxième déférente 
et à ce cercle. 


Îl y à 4 tangentes communes à la deuxième déférente 
et au cercle directeur, donc 4 foyers, Jouissant trois à 
trois de propriétés analogues à celles que nous venons 
d’énoncer. | 
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Le nombre des foyers d’une courbe du quatrième ordre 
est (4.3)? ou 144; mais ce nombre n’est pas celui des foyers 
d’une anallagmatique. En effet, les points circulaires de l'infini 
sont des points doubles: cela diminue la classe de la courbe 
de 4 unités; par chaque ombilic on ne pourra mener que 
8 tangentes à la courbe dont 4 aux ombilics mêmes; le nombre 
des foyers devra donc être réduit à 16. Ne considérons que 
les 16 foyers provenant des tangentes qui ne sont pas des 
tangentes aux points doubles : ce seront les 16 foyers que 


l’on peut trouver sur les 4 cercles directeurs, les autres foyers 
sont ceux des déférentes. 


VIII. — Ovales de Descartes. 


Parmi les anallagmatiques du quatrième ordre, il faut sur- 
tout remarquer celles qui ont les points ombilicaux non plus 
seulement pour points doubles, mais pour points de rebrous- 
sement. Nous les appellerons des cartésiennes pour une raison 


qui découlera de ce qui suit. Les équations des cartésiennes 
sont de la forme 


Cp apr + gy(rt+ pp) + Az + Cyr +... —o, 


en choisissant convenablement les axes, et l’on a entre les 
coefficients la relation 


(42? +12ÿ?)(A 2? + Cy2) —[(px + gy)27 —0, 


pour æ? + y? —0; donc 


A—C—p?+ q?+92pq Y—1=0. 


On choisira g — 0 et l’on aura À — C — p?; donc l'équation 
des cartésiennes est 


(my) +apa(at+ y2)+(p+ Cha + Cy+.. 0 
ou - 


(+ y+ pa) + C(at + y) + ophæ + 0, 
L. — Traité d'Analyse, 1YV. S 
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ce que l’on peut encore écrire 
(a+ y2+ pr + A2} + C(r2 y 


Cette anallagmatique a pour deuxième déférente 


æ \? G 
(2) (+24) r 27 (GTS 


c'est-à-dire une courbe dont le foyer est l’origine : la première 

déférente est donc un cercle. Réciproquement, si la première 

déférente d’une anallagmatique est un cercle, la seconde aura 

son foyer à l’origine, son équation sera de la forme (2), et 

l’anallagmatique correspondante (1) sera une cartésienne. 
L’équation (1) peut s’écrire 


(a+ p?+ pr +R} +C(a+y+ px +k2)— Cpr —CGKk=0 


ou encore 
G\2 C2? 

(e+m+pa+e+ :) — Cpr—Ck— — —=0o 
ai 


ou, En appelant S'la quantité 
: spa 
a+ Y?+ pa + k2+ vu 


qui est la puissance d’un cercle, et P la fonction linéaire 
19 
Cpx+CGk+ —.,; 
4 
(3) S?— P = 0. 
Cette équation représente l'enveloppe du cercle 


(4) t  À2—9X1S +P =o. 


S1 l’on égale le discriminant du premier membre à zéro, 
on exprimera que le cercle se réduit à un point foyer; or ce 
discriminant est un polynôme du quatrième degré en À con- 
tenant À en facteur. À la valeur nulle de À ne correspond pas 
de foyer, les trois autres valeurs de À fournissent trois foyers 


PU +7 
“dll 
n 
1er 
3j 
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en ligne droite; cette droite des foyers est d’ailleurs la droite 


sur laquelle se meut le centre du cerele (4). 


Entre les distances d’un point de la courbe à deux des 
trois foyers que l’on vient de trouver, ilexiste une relation 


linéaire. 


En effet, appelons À, l’une des valeurs de À qui réduisent 
le premier membre de (4) à une somme de carrés, si l’on 


pose 
Â2— 918 + P — A, 


on pourra, en éliminant S entre cette identité et S2?_ P — 0, 


£ 


mettre l'équation de la cartésienne sous la forme 


ou : 


en appelant} une autre valeur de À et en posant 


}2— D Ne SU P == B, 
on aura de même 


il existe donc entre VA et VB la relation linéaire 


VAR Xe 


Donc les cartésiennes ne diffèrent pas des courbes dont il 
a déjà été question sous le nom d’ovales de Descartes. La 
dénomination d’ovales de Descartes s'applique surtout au 
cas où les trois foyers en ligne droite sont des points réels. 


IX. — Les cassinoïdes ou lemniscates. 


Lorsque la: première et, par suite, la seconde déférente 
sont des courbes à centre ayant leur centre sur le pôle de la 
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transformation, l'équation de l’anallagmatique est de la forme 
(x?+ 2} + Agt+ Cy?+ kt = 0. 


Le cas où À — — C— 2c? est remarquable : la seconde défé- 
rente est une hyperbole équilatère et l’anallagmatique porte 
le nom de cassinoide, ellipse de Cassini ou lemniscate. Elle 
a alors pour équation | 


(a+ y? + ac2(y2— 2x2) + kr = 0. 


Si l’on fait 4! — ci — h*, cette courbe est telle que le produit 
de chacun de ses points à deux points fixes distants entre 
eux de 2c est égal à une constante L?, ce dont on s’assure 
en développant l’équation 


Viz—c}+yiy(z+c}+y =, 
ou, en coordonnées bipolaires, 


uv = h?. 


La cassinoïde est une courbe que nous avons déjà rencontrée 
et à laquelle nous avons appris à construire la normale. 

La cassinoïde cesse d’être anallagmatique quand c — 2 : elle 
a alors pour équation 


(94 ob bei 1 08 Ame Le 10) 
mais elle est unicursale et est la transformée par rayons 
vecteurs réciproques de l’hyperbole équilatère 


4 CD 


na 
TAROT 


la cassinoïde porte alors le nom de lemniscate de Bernoulli. 


Son équation en coordonnées polaires est r—=c V2 cos. 


X. — Transformées par rayons vecteurs réciproques 
et podaires de coniques. 


Les transformées par rayons vecteurs réciproques de co- 
niques ont évidemment pour équation 


F(a?+ y?) +2k(at+ p?)(ax + by)+ A+ 2Bxy + Cy2=0; 


EE 
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si la conique ne passe pas par le pôle, on obtient une anal- 

lagmatique du quatrième ordre; si elle passe par le pôle, 

lPanallagmatique est seulement du troisième ordre. 
L'équation tangentielle d’une conique étant 


AE? + 2Bné + On? +92DE + 2En +F = 0, 
une langente aura pour équation 
TE NY =1; 
la perpendiculaire à cette tangente menée de l’origine est 
: per 
SA) Rp SEAT 
l'élimination de £ et n donne la podaire : pour trouver cette 
podaire, il suffit de remplacer £ et n par 
Re. 
x? y x? 7): 


dans l’équation tangentielle de la conique, comme l’on voit : 


La podaire d’une courbe n'est autre chose que la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques de sa polaire 
réciproque, ce que l’on savait d’ailleurs. 


On peut donc dire que les podaires de coniques sont aussi 
des anallagmatiques du quatrième ordre. 

Parmi les podaires de coniques, il faut remarquer la podaire 
de cercle qui a pour équation 


(+ y?—2ax) — R2(2x?+ y?)— 0, 


R désignant le rayon du cercle et 2a la distance du centre au 
pôle. En coordonnées polaires, son équation est 


(r2— 2ar cos0)}? — R2r2— 0 
ou 
r?— ar cos —Rr — 0, 
ou enfin 
r=R+o2a cos. 
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Cette courbe est une conchoïde du cercle r — a cos46. On lui 
donne aussi le nom de limacon de Pascal. 
Quand R— 2a,ona 


r = {a cos?10 — 2R cos24 0: 
2 2 


la courbe est alors la cardioïde. | 

Dans la conchoïde de cercle, la déférente, ou l’une des défé- 
rentes, est un cercle, et l’un des cercles directeurs se réduit à 
un simple point. 


XI. — Anallagmatiques du troisième ordre. 


Lorsque la première déférente est une parabole, la seconde 
déférente passe par l’origine, et l’anallagmatique est du troi- 
sième ordre; elle a alors pour équation 


(+ y?)(axz + by) + Ar? + Cy2+ (ax + by)=0. 


Les anallagmatiques du troisième degré passent par les 
ombilics du plan. Il est facile de voir que toute courbe de 
troisième degré passant par les ombilics est une anallagma- 
tique ; et, en effet, une telle courbe a pour équation 


(&+y?)(axz+by)+ Aa Cyr lx+ my+n—=o. 


Appelons w(x, y) le premier membre de cette équation, et 
transportons l’origine en &, $; on aura, pour nouvelle équa- 
tion de la courbe, 


0 0 
o(a, b)+x s dre +U+(r+ par + by)=0. 


Or on peut disposer de k, & et 6 de telle sorte que 
o(a, B)=—o, 


Ch PRE AR, à 
0x EH Date fe 


\ 
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l'élimination de Æ donne 


d de 
o(a, P)=0o, ba 0; 
les points &, $ d’intersection de ces deux courbes sont les 
* intersections de la courbe avec l’une de ses polaires dont le 
pôle est à l'infini. Ce théorème est donc démontré; on remar- 
quera que, parmi les six solutions de ces équations, l’une est 
infinie : c’est la solution qui correspond à ax + b8 —oetà la 
droite de l'infini. 
Les anallagmatiques les plus remarquables du troisième 
ordre ont un, point double, elles sont unicursales ; leur équa- 
tion est 
(a+ y?)(ax + by)+ Ax?+2Bxy + Cy?=o. 
La sérophoïde a pour équation 
T(2x?+ y?) — a(y?— x?) — 0; 


c’est le lieu des points obtenus comme il{suit. Étant donnés 
_ un point fixe A (2. 4) et deux droites rectangulaires ox et 


0, dont l’une passe par À, on prend, sur le rayon vecteur AP, 
des longueurs PM et PN égales à o P; le lieu de M et N est la 
strophoïde ; on a 

AM %x AN = const. 


La strophoïde est une podaire de parabole, le pôle est le pied 
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de la directrice de la parabole : c’est l'enveloppe d’un cercle 
qui passe par le pied de la directrice de cette parabole et 
qui à son centre sur la parabole. 

La cissoide a un point de rebroussement; son équation est 


D(Lr V2) = RUE 


On connaît la génération de cette courbe donnée par Dioclès 


(t. IT, p. 40). 


XII. — Transformation de M. Hirst. 


Soient O un point fixe, S une conique : par O menons la sé- 
cante O mm’ rencontrant S en m et m/; si a et a! sont deux 
points conjugués harmoniques de m et m/ les figures a et a! 
seront transformées l’une de l’autre parla méthode de M. Hirst. 

Quand la conique S est un cercle et que le point O est son 
centre, la transformation de Hirst coïncide avec la transfor- 
mation par rayons vecteurs réciproques : le module est alors 
le rayon du cercle (facile à vérifier). Les formules de trans- 
formation de Hirst sont 


Az + A'yy'+A'23 + B(yz'— 3°) 
+ B'(2œ'+ 23) + B"(xy! + yx') = 0, 


en prenant le point O pour origine; la conique S a alors pour 
équation 


Ax?+ A'yt+ A+ oByz+oB'rz+ 2B'#7 =0: 
XIII. — Autre mode de transformation. 
Considérons deux coniques S etS/: soient P la polaire d’un 


point M par rapport à S, P'Ia polaire de M par rapport à S/; 
les droites P et P' se rencontrent en un point M qui corres- 


Lee Le 


7 


Le SSD ne ST on 
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pond à M. Soient x, y, z les coordonnées de M; x’, y! et z' 
celles de M! : on a évidemment 


, 9 , 9 , 29 
A RUE PRICE 
DT OMR DzS | e 


9 — 0 et Ÿ — 0 désignant les équations des coniques $ et S’, 
on en conclut 


POP NTI) d(p, d) 
Di =Vi =—© =2: ——; 
-O(Y, 3) Y d(3, x) 2(7, 7) 


on aurait de même 


. (Pr Ÿ) d(®, L) d(®, Ÿ) 
D — y * : 


_ 
2 


OPUS) AA Toad NOT 
On voit qu'il y a une sorte de réciprocité entre les points x, 


Deere", z!, 
La transformation 
2 Y 3 


LA fi 


ÿ'2 FX x'3 ET æ'y! 


est un Cas particulier de celle que nous venons d'examiner : 
en effet, ces formules peuvent s’écrire 


REVUE 2", 
ou 
TT'— 33 0, FJY — 23 = 0. 


Ce sont les équations des polaires de +, y, 3 par rapport aux 
deux coniques x? — 3? — 0, y? — 3? — 0. Plus généralement, 
on peut considérer le point (x', y’, 3!) comme l'intersection 
des polaires de +, y, z par rapport aux coniques conjuguées 


Ax+By?+Cz=o, 


(C) 


A'x? + B'y2 + C'z2—0, 
À, B, C, A’, B’, C’ satisfaisant aux équations 


BC'— CB'— CA'— AC'— AB'— BA’. 
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De ces relations on déduit 


(A +B+C)(BC'— CB')= 0, 
ou | 
A+—B+C—o, A+ B'+ C'=0; 


car on ne peut pas supposer BC — CB! — 0 : ce serait en effet 
réduire les deux coniques (C) à une seule. Or À + B+C—=0o 
signifie que la conique À x? + By? + Cz?—o passe par le 
point x — y — 3; donc enfin la transformation 

9 ER 17 Z 


(a) CIEINTS Ed ART 
Ÿ Z &S T TX Y 


peut être définie géométriquement comme il suit : 


Sotent S et S' deux coniques passant par le point de 
concours des bissectrices de leur triangle autopolaire 
commun; sotent P et P' les polaires d’un point (x, y, 3) 
par rapport à ces deux coniques; x', y', 3! les coordonnées 
du point de rencontre de ces deux droites P et P': on aura 
précisément entre les coordonnées des points x, y, 3 et x!, 
J', 3! les relations (a). 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Soient 7 et 0 les coordonnées polaires d’une courbe, r' et 6! 
d’autres coordonnées polaires, telles que 


Jiee re 608 


la courbe ayant pour coordonnées polaires r’ et 0’ est une transformée 
de la première (pour 7? ——1, on a la transformation par rayons 
vecteurs réciproques) : deux courbes se coupent sous le même angle 
que leurs transformées, quel que soit n. 

r — a cosÙ représente un cercle et 77 — an cosn0 représente, pour 
n —1,un cercle; pour 7 — —1, une droite; pour 2 = 2, une lemnis- 


’ 0 « [ . 
cate; pour ñn — — 2,une hyperbole équilatère; pour n = -;, unlima- 
à 
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1 I 
çon de Pascal; pour » = — —;, une parabole; pour n — — g? une 
2 


caustique par réflexion de parabole, etc. 


2. Le cercle osculateur de 7" — a" cos mm intercepte sur le rayon 
è vecteur une corde c, telle que l’on a, en appelant R le rayon de cour- 
v 3 1 

) NV 1 


bureiR=— mice (ALLÉGRET.) 


3. Voici quelques propriétés des courbes du troisième degré : l’équa- 
tion de toute courbe du troisième degré peut se mettre sous la forme 


aBy + Àx'B''— 0, 


a, $, y, a’, B, y désignant des fonctions linéaires. 

S1 d’un point M pris sur une courbe du troisième degré on mène 
des tangentes à cette courbe, par quatre points de contact A4, A, 
A3, À, passent trois couples de droites dont les points de concours 
sont sur la courbe; les tangentes en ces points de concours passent 
par un même point situé sur la courbe et sur la tangente en M. 

{ MACLAURIN.) 

Si l’on mène d’un point les six tangentes que l’on peut mener à 
une courbe du troisième degré, les six points de contact (ce que l’on 
sait par la théorie des polaires) sont sur une conique; les six points 
restants où ces tangentes rencontrent la courbe sont sur une autre 
conique doublement tangente à la première. 

Lorsqu'une courbe du troisième ordre est à la fois inscrite et cir- 
conscrite à un triangle ABC, le produit des rayons de courbure aux 
sommets À, B, C est égal au cube du rayon du cercle circonscrit 
au triangle. (MANNHEIM.) 

Les courbes du troisième ordre peuvent être représentées par des 
équations de la forme 


aBy + Àa'3 — 0, 
a+ 24 y2— 5 )aBy — 0. 


À chacune de ces formes correspondent des propriétés de la courbe 
que nous nous dispenserons d’énoncer. 

(Pour plus de détails, on consultera avec fruit les Lecons de Géo- 
métrie de Clebch, recueillies par Lindemann. Traduction française 
par Benoîst, chez Gauthier-Villars et Fils, ou la Géométrie analy- 
tique de M. Salmon). 


4. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère 
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est une courbe du troisième degré qui par projection fournit toutes 
lés courbes du troisième degré. Cette courbe passe par les ombilics. 
(SCHROTTER.) 


5. Si l’on mène à une courbe algébrique la série des tangentes 
parallèles à une direction donnée, le centre des moyennes distances 
des points de contact sera indépendant de cette direction. 

(CHASLES, LIOUVILLE.) 


6. Soient M;,, M, ... les points d’intersection de deux courbes 
algébriques; soient R; et r; les rayons de courbure de ces courbes au 
point M;, 9; et w; les angles que les tangentes à ces courbes en M; 
font avec un axe fixe : on a 


cos Q; COS 0); L A 
> R; ri Siné(Q;—w;) 


(LiouviLce, Journal de Mathématiques, t. VI.) 
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CHAPITRE V. 


DES TRANSCENDANTES ENGENDRÉES PAR L'INTÉGRATION 
INDÉFINIE. 


I. — Préliminaires. 


Toute relation entre une ou plusieurs fonctions d’une ou 
de plusieurs variables, ces variables et les dérivées des fonc- 
lions en question, est ce que l’on appelle une équation diffé- 
rentielle. | 

Une équation différentielle ordinaire est une relation 
entre une ou plusieurs fonctions d’une seule variable et leurs 
dérivées. L'ordre d'une équation différentielle est l’ordre de 
la dérivée de l’ordre le plus élevé qui entre dans cette équa- 
tion. 

Une équation est aux dérivées partielles quand elle con- 
tient des dérivées partielles relatives à plusieurs variables ; 
son ordre est celui de la dérivée d’ordre le plus élevé qui 
entre dans cette équation. 

Enfin on appelle équations aux différentielles totales 
celles qui contiennent les différentielles totales d’une ou de 
plusieurs fonctions et de leurs variables. 

Les solutions des équations différentielles portent le nom 
d’intégrales de ces équations. 

Les équations différentielles les plus simples sont les 
équations différentielles du premier ordre dans lesquelles la 
fonction inconnue ou la variable n’entrent pas. Au fond, ces 
deux cas n’en font qu’un. En effet, toute équation différen- 
tielle du premier ordre est une relation 


Here y) = 0 
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. 5 . r + ; d . 
entre la fonction y, sa variable x et la dérivée _ ou les dif- 


férentielles dx, dy. Or on peut supposer à volonté que x ou 
que y est la fonction, et y ou x sera alors la variable indé- 
pendante; si donc, par exemple, x n’entre pas dans l’ SHRHO | 
elle pourra se ramener à la forme 


TEYS dx, dy )=0, 


et, comme elle est nécessairement homogène en dx et dy, on 
peut en tirer, théoriquement, 


dx … 


AVES o(y); 


on en déduit 
SE = fear + const., 


et æ s'obtient en fonction de y au moyen d’une intégration. 
La question est alors dite ramenée aux quadratures. Si y 
n'entrait pas dans l'équation, on en déduirait 


le 20 0 NE à = fy(e)de + const. 
et le problème serait encore ramené aux quadratures [à la 
quadrature de la courbe dont l’ordonnée est V(x)]. Le 
nombre des fonctions dont on sait trouver l'intégrale est 
restreint; mais nous verrons bientôt que cette circonstance 
ne tent pas à l’imperfection des méthodes que nous avons 
fait connaître, mais bien à ce que certaines intégrales sont 
des transcendantes sui generis, que l’on est dans l’impossi- 
bilité absolue d'exprimer à l’aide des signes de l’Algèbre et 
de la Trigonométrie employés en nombre fini ou, comme l’on 
ditquelquefois, en termes finis. Nous nous ferons comprendre 
en faisant observer que, si l’on ne connaissait que les fonc- 
‘tons algébriques, on serait dans l'impossibilité de donner 


; Re dx ; 
l'expression de l’intégrale de — > le logarithme de x ne pou- 


vant pas s'exprimer alscébriquement au moven de x. 
P 5 yel 
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Pour élargir le cadre du Calcul intégral, nous étudierons 
dans les Chapitres suivants les intégrales des fonctions algé- 
briques qui sont des transcendantes nouvelles, afin de pou- 
voir les introduire dans les calculs, comme on a déjà introduit 
les logarithmes, leurs inverses les exponentielles et les fonc- 
tions trigonométriques, fonctions qui se seraient, comme 
nous le verrons, présentées d’elles-mêmes dans l'étude des 
intégrales des fonctions. algébriques les plus simples. 


IT. — Fonctions implicites définies par des équations 
différentielles. 


Considérons le système d'équations différentielles si- 
multanées au nombre de y 


dx 

Pis PPT 8 +, t), 
d 

(1) « AOC RES ET, 
| | az 

di = Vs ...,0), 


entre les y fonctions x, y, 3, ..., la variable t et leurs 
dérivées 7,4%, .. -» résolues par rapport à ces dérivées. 
dt dt 

St l’on suppose que, x, y, 3, ..., t variant respective- 
ment autour des points x5, Yo, 30, . -, to les fonctions œ, 
41 Ÿ, -.. restent synectiques par rapport à ces variables, 
les équations (1) admettront une solution, se réduisant au 
système TD = or 220, : ., pour t —= to. 
Chacune des fonctions x, 3, ... resiera Synectique 
à l’intérieur d’un cercle décrit du point lo comme centre 
avec un rayon KR défini par la formule 


1 
: REA É "a evil], 


À désignant une quantité moindre que le plus petit des 
modules de x — %6, y — Yo, ..., pour lesquels »,y,4, ... 
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cesseratent d’être synectiques autour des points &o6, Yo; +.) 
t et M désignant une quantité plus grande que le plus 
grand des modules maxima de ©, y, 4, ..., quand x, 
y, 3, ... se meuvent dans les cercles de rayon À ayant 
leurs centres en y, Vos + + +; Lo- 

Admettons un instant la propriété qu'il s’agit d'établir, et 
calculons les dérivées successives des fonctions æ, y, 3, .... 
Pour cela différentions les formules (1), nous aurons 


dx do dr dv dy d® 
_ + HR, 
de? DL IUT ot ; 
dy A0 Ye ALNMOYS AF De 
dt Tor ‘dt: 07 Adi UE IR 
1 dx dy ] ] 
ou, en remplaçant #5, =» +: par leurs valeurs (1) 
dx 0% 09 
de op at dy is ss 
(2%) \ dy DA dy 
| de ox ur: 0y re 
, x di es ; 
On aurait de même TE? D .., en différentiant ces for- 
Ge 
mules (2) et en remplaçant Je. +. par leurs valeurs (1), 
ER ; x dr he 
et ainsi de suite. —,; >» ——» *+-. ne seront autre chose 
5 À VORR À AN 2 À 4 
que la fonction v et ses dérivées totales successives que nous 
! ay GR 
, 6 ” #Y/4 
représenterons paro(é), (4), &"(t),...; de même PA 


pourront être représentés par (4), +; CLINONEEUNES 
par la formule de Taylor supposée applicable, 


RÉCENTS 10 


PU nr 


Lo }? 


Een AC) 
(3) Y =Yo+(t—to)x (to) | 
Le RE per) + SRE (0) 


TT UE ARS UM | ; 
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je vais prouver que ces formules sont effectivement des inté- 


grales de (1). Et d’abord Je prouverai qu’elles sont conver- 
 gentes : 


En effet, on sait que l’on a (n20) 


oa+B+…. O(Xo, LATE RS 
0x op 


LR À } RL AT e—(aË+fBn+yé+..) = 
se au | (SE ff 1, ... AGBBCY 


X w(xo + AeËv=t, Ho Bell LL A)dEdn 


À, B, GC, ... désignant des quantités moindres que les 
rayons des plus grands cercles décrits de HSE dos 
_ comme centres qui ne contiennent pas de points critiques de 
la fonction ©. Si dans cette formule on remplace l’exponen- 
 tielle par son module 1, la fonction © par une quantité M 
supérieure à la plus grande valeur que peut prendre son mo- 

dule dans les cercles de rayons À, B,..., dont il vient d’être 


NH noncb A. B,.C, .…. par une quantité À moindre que 
chacun d’eux, on aura 


PE (To, Vo, ... ! Rire D 
7e) Ce f EL RU PAPA 
0x® 0yË "+, (2T) AX+R+ 
ou 
(4) DES rar yo 30) a16!...M 
4 M D en M — — —: 
022.078 2. Lee 
Maintenant considérons les équations 
Tr 4 ' M 
| dt re) PE To DUREE 2 
A | TANT 2 FF =) 
(5) dy. M 
7e PA En) do: CRÉRTA 
A REA ( FE 
de ces équations QUAI REENTE 1} let: par suite, 


PQ = TETE 20 =...) 


L. — Traité d'Analyse, IN. 


LAS Ur 
“JM POG 
; : 
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donc 


et par suite 


En intégrant depuis = #{,,ona 


I ER AN SO LE LU ISNEEET 
(a) er Lei Le +) ]=-Mog(: DS )» 


et les fonctions x, y, ... resteront synectiques, tant que 
cette équation et sa dérivée relative à x n’auront pas de 


racine commune. Cette dérivée est 


LEA" 
nn aotorn MANU 
À 


la valeur de x tirée de là et portée dans (a) donne 


1+(v+t1)M log (1— = )= 0, 


pa 


ou 
ŒURAS UN 
É—to—=\1—e (+HDM/AÀ, 


En résumé, les équations (5) fournissent des valeurs de 
TZ, %, +. Synectiques autour du point £ = to, et que l’on 
peut développer en série à l’intérieur d’un cercle décrit autour 
de {, avec un rayon R fini, déterminé par la formule 


1 
R£ F — En) N° 


Les formules (3) serviront à effectuer les développements 


de x, y, 3, ...; mais il faudra y supposer ©, y, d,.,.. égaux 
4 M 


a LZ 
UE 000 
(: 2e) pe 


Revenons actuellement aux équations (r) : si, à l’aide de ces 
équations on forme, comme il a été expliqué, les formules (3 
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celles-ci seront convergentes, et en effet on vient de voir 


qu’elles étaient convergentes pour le cas particulier où l’on 
remplacerait 


D = 7. 
À À 


Or, dans ce cas, 1° les modules o, VAE RE pour lt ne 
peuvent qu'augmenter, puisqu'ils sont remplacés par M qui 
est supérieur à chacun d’eux, 2° les modules de leurs déri- 
vées ne peuvent qu'augmenter, puisqu'ils Sont moindres en 


vertu de (4) que les dérivées de ®, à savoir 


Où+fF+..p . axlBl...M 
Ne PANNE 


Alors, en vertu des formules (1), (2) et de celles que l'on 


dr dx 


obtiendrait en les différentiant encore, æ#, ==, 7, ... 
DD lar A UN 


dy d? 
+ _ ++. pour £— to, © est -à-dire les valeurs des mo- 


dules des foncuüions o(4,), © HA AU CZG), DES}, ne 
peuvent qu'augmenter et, par suite | les séries (3) étant conver- 
gentes après la substitution devaient l’être avant |, la conver- 
gence des séries 19 est établie; si l’on tire des formules (52 


d 
Les valeurs dæf _ 7 


En ... pourles substituer dans (1), on aura 


RP 
o( do) + PTE P(to)+...= ET, y, +, €); 


MAMA QU NIMES NS ele Se el ds Aime one S  2us).e le ee + «ete, e°161e ne. eo 5 


Mais, en développant les seconds membres, on a 


: ÿ ze 
(6) / = (To, Yo; mo)+(—0)(T), 


(t—t} /do 
 —— en 
1.2 de }, d 


- désignant les dérivées totales de o pour 
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t— t prises en regardant æ, y, z, ... comme des fonctions 
de £ définies par les formules (3). Or 


AP OE dr EEe 0 0 ET, 09 
dt 0x dt 07 dE 


si l’on fait é— {,, on a, d’après les formules (3 
; ) P ) 


| dy 5 
ra PUUON TEE 4 (to); ...) 


on a donc 


AA EN EE are 

( )= pv PS nn 

Le second membre de cette formule est précisément ce que 
nous avons appelé v’({), et ainsi de suite; la formule (6) est 
donc identique, et par suite 1l est prouvé que les formules (1) 
admettent une solution +, y, 3, ... qui pour { = t, se réduit 
à Los Vos Zo, + -- et reste synectique dans le voisinage de ce 
point, tant que le module de £ — #, reste inférieur à 


1 
A Ë HE er | 


III. — Remarques au sujet du théorème précédent. 


Il est facile de prouver qu’il n'existe qu’un seul système 
de valeurs de x, y, z, ..., monodromes, satisfaisant aux 
équations (1) et se réduisant à æ5, Yo, ... pour {= to. En 
effet, s’il existait un second système jouissant de cette pro- 
priété, on pourrait lereprésenter par æ +Ë, y+n, 3 EC, 


on aurait alors 


pour é — do, et 
HER TENNER "4 | 
RP cbr rl A APR TE nt Fe 
d’où l’on conclurait, en vertu de (1), 


d£ 
ARS LRU EU tn) — QU, 7 ..)e 
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Remplaçons dans ces formules æ, y, 3, ... par leurs valeurs 
en fonction de £, on aura 


ROMANE. C, /:. sont nuls : donc ci ... le sont 
aussi: 6, n, 6, ... sont donc de la forme (4 — 4,)*A, où « est 
_au moins égal à deux, ce qui est absurde. En effet, dans les 
équations précédentes, les seconds membres sont d'ordre plus 
élevé par rapport à &é — {, que les premiers. 

La démonstration du théorème fondamental que nous 
venons de donner est due à Cauchy; mais nous avons profité 
de quelques simplifications apportées par Briot et Bouquet 
(Théorie des fonctions doublement périodiques). 


\ 


IV. — Sur l'existence et l'expression des fonctions implicites. 


Du théorème démontré ($ IT) résulte la synecticité des 
fonctions implicites. En effet, considérons les équations 


Hi 0, en0, ….) T0: 


dans lesquelles f,, ..., f, désignent des fonctions de »z +1 
variables y, Yo, ..., y et æ; ces équations définissent n 
fonctions implicites y1, Yo, ... de æ; ces fonctions sont 
synectiques, car elles satisfont aux équations différentielles 


dfi fi 2 dfi LS 
de REF Pailos + dr? * 0, 
ARE PE 0 PRGENE Nas et elite Note ee y 
fn fn ' fn ! 

“ee dy MT SRE PTE Mure 
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ou bien 
| of fa of. 
ac Fe + Ayo ep nr + Ain ve 
CR) MAS, RTE ee TO PONS 
of. of: of, 
Va hp ce + À no SL +... Ann _ 


dans lesquelles A,,, À,,,... ont des valeurs bien déterminées 
si l’on n’a pas 

d( 1 Jo; eus În) D 

0(Y1: Ya, ss JR 


et elles seront développables suivant les puissances entières 
de x — x, à l’intérieur d’un cercle de rayon 


/ 1 
R'EPAUS EE Sites) 


À désignant le plus petit des modules x — xo. V1 = VA 

pour lesquels les seconds membres de (1) cesseraient d’être | 
synectiques et M désignant le module maximum de ces fonc- 

Uuons quand æ, Y1, Yo, -.. se meuvent dans des cercles de 

rayon À ayant leursicentres entr}; 90 08e enfin yo; 

J20 sont les valeurs de y,, yo, pOur TES 


V. — Remarque fondamentale au sujet des divers contours 
d'intégration que peut suivre une variable. 


En vertu d’un théorème connu de Cauchy, l'intégrale 
d’une fonction f(z) prise entre 39, Z reste la même quand 
on déforme d’une manière continue le contour d'intégration, 
pourvu que ce contour ne franchisse pas de point critique de 
la fonction. 

Cela posé, imaginons un contour d'intégration quelconque, 

_Z0o2; sur ce contour appliquons un fil flexible attaché en 2, 
et fixé en ce point; au point Z fixons un anneau et faisons 
passer l'extrémité du fil par cet anneau. Supposons que la 
fonction f n'ait que des points critiques isolés (nous n’au- 


RO 


DES TRANSCENDANTES. 135 


rons pas dans la suite d’autres cas à considérer); en ces points 
critiques fichons des piquets ronds; cela fait, urons sur 
notre fil. 

Le fil va changer de forme, et, pendant sa déformation, il 
représentera, à chaque instant, un nouveau contour d'inté- 


gration fournissant toujours la même valeur de l'intégrale, 


puisque, grâce aux piquets fichés aux points critiques, le con- 
tour d'intégration représenté par le fil n’a pu franchir un tel 
point. 

Supposons maintenant que notre fil soit complètement 
tendu : il affectera la forme générale d’un polygone ayant 
pour côtés les droites joignant les points critiques, d’une 
droite joignant le point 3, à un point critique et d’une droite 
joignant un point critique au point Z. 

Lâchons le fil en 2, puis, appliquant un piquet sur chacun 
des côtés du polyg one, ramenons ce piquet en Z, en entrai- 
nant le fil; passons ensuite successivement le piquet entre le 
fil et les piquets fichés aux points critiques qu'il pourrait 
embrasser une ou plusieurs fois et ramenons le piquet mobile 
en %, en entraînant les brins de fil. Le contour d'intégration 
représenté par le fil, en se déformant, ne franchit toujours pas 
de point critique, et notre intégrale prise le long du contour 
définitif a la même valeur que l'intégrale prise le long du 
contour primitif. 

Le contour d'intégration affecte alors la forme d’une série 
de boucles entourant les points critiques, que l’on peut 
considérer comme des lacets, et d’une ligne ordinairement 
droite allant de zç à Z. Il n’y aurait d'exception à cette règle | 
que s'il se trouvait un point critique sur la droite z,2; le 
chemin rectiligne 202 pourrait alors être remplacé par un 
chemin légèrement courbe ne passant pas par le point cri- 
tique. De là résulte cette proposition fondamentale : 


Taéonkme. — Lorsqu'on veut intégrer la fonction f(z ) 
entre les limites % et L, tout contour peut être ramené, 
sans changer la valeur de l'intégrale, à une suite de lacets 
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enveloppant les points critiques, ayant leur entrée en % 
et au chemin rectiligne 3,2. 


VI. — Des transcendantes auxquelles conduit l'intégration 
des fonctions rationnelles. — Logarithmes. 


Le problème qui se présente au début du Calcul intégral 
est l'intégration des fonctions rationnelles. Pour le résoudre, 
il est naturel de décomposer ces fonctions en éléments simples 

A \ r . 
de la forme Az” et —;, où a, À, m, n désignent des 
(æ Tor a)" ? ? ] 


constantes, dont les deux dernières sont des entiers. Chacune 
de ces fonctions simples peut être intégrée; toutefois, quand 
n —1, on est conduit à la considération de la fonction 


dx 
ea 


que l’on ramène facilement, par un changement de variable, à 


TER * dz 
pags 


Cette fonction est la fonction logarithmique; bien qu’elle 


nous soit parfaitement connue, il ne sera pas inutile de dé- 
duire ses propriétés de l'équation 


/1 


de prouver que cette fonction ne peut pas s'exprimer en 
fonction algébrique de x et de montrer qu’elle constitue une 
transcendante. 

D’après ce que nous avons vu au paragraphe précédent, 
tout contour d'intégration conduisant de 1 à æ peut être 
ramené à une série de lacets ayant leur entrée au point 1 enve- 
loppant le point critique o, et au contour rectiligne allant du 
point 1 au point æ. Appelons # la valeur de l'intégrale prise 
le long de ce dernier chemin. 


b 


RU Éd 


ons t R GEST 


ns 


nl D à Éd : à. 
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L'intégrale prise le long du lacet se compose : 1° de l’inté- 


€ 
dz l'az 
— = — —— 9 
1 z £ sd 


prise le long d’un bord; 2° de l'intégrale prise le long du 


grale 


cercle, laquelle est égale à + 2rÿ— 1 multiplié par le résidu 


LE 
ie 


2 


de - ou 1; 3° de l'intégrale 
3 È 


prise le long de l’autre bord, cette intégrale détruit la pre- 


_mière; en tout on a donc, pour l'intégrale prise le long du 


lacet, + 27 4ÿ/—1, suivant que le lacet a été parcouru dans Île 
sens direct ou rétrograde. | 

Supposons que le lacet ait été parcouru m fois dans un 
sens, 2 fois dans un autre, et que l’on ait ensuite parcouru le 
chemin rectuiligne; on voit que la valeur de l’intégrale sera 


2Nry—1+u, 


N représentant la différence des entiers m et n, et u repré- 
sentant l'intégrale prise le long du chemin rectiligne qui va 
du point 1 au point s. L'intégrale a donc une infinité de 
valeurs. 

S1 l’on appelle y le logarithme de x, en sorte que 


A 
dz 
JE ni 2 0: 
1 æ 


la fonction inverse x de y pourra être désignée par e et, en 
vertu d’un théorème connu (p. 125), e} sera monodrome, mo- 
nogène, finie et continue dans toute l'étendue du plan, excepté 
pour æ—0 etæ—; mais alors y est infini. D’après ce 
que l’on a vu tout à l'heure, on aura, pour toutes les valeurs 


entières de N, 
eyHNT Yi — 67, 


et la fonction e’ est périodique; sa période est 27 — 1. 
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L’équation 
AS UE EL ou d(logzx + logy)=o, 


qui peut aussi s’écrire 
ÿ dæ-+ x dy —0 ou d'æy =0 


montre que logx + logy et xy, ayant leurs différentielles 
nulles en même temps, sont constantes en même temps; on 
peut donc poser 

logx + logy = f(xy), 
f désignant une fonction que nous déterminerons en faisant 
zx — 1, alors logx — 0, et l’on a 


687 ES AO 
la fonction f'est donc un logarithme, et l’on a 
logx + log y = logxy. 
Par suite, si l’on pose logx — u, logy — +, on a 


u+p—=log(eter) 
ou enfin 
eut — eue, 

Comme on le voit, la théorie des exponentielles et des loga- 
rithmes découle de la façon la plus simple des principes 
élémentaires du Calcul intégral. 

La fonction logx ne saurait être algébrique, son inverse et 
par suite non plus; en effet, pour une même valeur de x,une 
fonction algébrique de x n’a qu’un nombre limité de valeurs 
se permutant les unes dans les autres. 


VII. — Transcendantes auxquelles on est conduit par l'intégration 
des fonctions algébriques. — Intégrales abéliennes. 


On sait intégrer les fonctions rationnelles à l’aide de la 
transcendante logarithmique. Il y a lieu de chercher à inté- 
grer les fonctions algébriques; mais, quand on aborde ce pro- 


D OR D de ns CS ‘es 
‘ 


DES TRANSCENDANTES. 139 


blème général, on le trouve hérissé de difficultés : tout porte 
à croire que les intégrales des fonctions algébriques défi- 


_nissent des transcendantes nouvelles. 


On a donné le nom d'intégrales abéliennes aux intégrales 
des fonctions algébriques irrationuelles. 


VII. — Intégrales des fonctions algébriques du second ordre 
des fonctions circulaires et hyperboliques. 


Soit y une fonction algébrique du second ordre définie par 
l'équation 


; (D) X07°? mm X17 —— X: — O, 


 Xo, X4, X2 désignant des polynômes de degrés o, 1, 2. 


Toute intégrale de la forme 


ta) | ff az 


_ dans laquelle y désigne une solution de l'équation (1) pourra 


s’obtenir au moyen des fonctions algébriques et logarith- 


miques. 
X ; . ; 
D'abord, en supposant y — u — + » l'équation (1) devient 
3 0 
; ; x? 
Xou? + X3+ —= O, 
4 Xo 


et w? n’est autre chose que la racine d’un polynôme du se- 
cond degré; l'intégrale (2) est donc l’intégrale d’une fonction 


rationnelle de x et d’un radical de la forme ax? + bx + c; 
on à vu que l'intégrale (2) dépendait algébriquement et 
même rationnellement des intégrales simples 


F dx ET he * dx 
gr) | ES FES} 
0 Vi x? 0 Vr+ x? 70 Væ?—1 
lesquelles pourraient elles-mêmes être rendues intégrales de 
fonctions rationnelles. 
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Nous allons étudier directement la fonction arcsin x dé- 
finie par l'équation 


L TL 
(3) arcsinæ — f ES 
+/0 


Via 


le radical étant censé égal à + 1 quand x est égal à sa limite 
inférieure. Voyons d’abord combien de valeurs cette fonction 
peut prendre pour chaque valeur de x : tous les chemins 
qui conduisent de O en x peuvent se ramener à des lacets 
suivis du chemin rectiligne O x. Soit w la valeur de l'intégrale 
prise le long de ce chemin rectligne : la fonction placée sous 


le signe f a deux points critiques — 1 et + 1, qui donnent 


leu à deux lacets (p. 135). 
Considérons l’un d'eux bdfca (Jig. 5), le radical étant 


censé pris avec la valeur + 1 pour la valeur initiale x — 0: 


Fat 


/ 


ce 
b 
Eh. 


l'intégrale prise le long du bord bd sera 


1 
fi dx T 
pre muse + | 
0 Vi x? 2 


L'intégrale prise le long du cercle est nulle: l'intégrale rela- 
uve au bord ca est égale à 


0 
af dx T 
Mes TE 


En effet, quand la variable 3 a tourné le long du cercle dfc, 
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le radical à pris en c un signe contraire à celui qu’il possédait 


d . Lag À 
end, etc’est —"" qu'il faut intégrer le long de ca. L’in- 


Le 


tégrale relative au lacet + 1 est donc x. On verrait de même 


que l’intégrale relative au lacet — 1 est — +. 

. Maintenant supposons que la variable z, après avoir dé- 
crit le lacet + 1, décrive encore ce lacet : le radical prend à la 
sortie du lacet une valeur égale et de signe contraire à celle 
qu'il avait à son entrée; si 4 décrit alors une seconde fois ce 
lacet, l'intégrale croîtra non pas de x, mais de —#, ce qui 
donnera o pour sa valeur totale, après avoir décrit deux fois 
le lacet; si l’on décrivait une troisième fois le lacet, on trou- 
_ verait de nouveau x pour valeur de l'intégrale, et la valeur du 
radical à la sortie serait — 1, et ainsi de suite. | 

S1 3, après avoir décrit le lacet + 1, décrit le lacet — 1, 
l'intégrale prendra la valeur r —(— 7x) ou 2r, et le radical 
reprend à l’origine la valeur + 1. 

D'une manière générale, appelons A, B, C, ... les valeurs 
de l'intégrale prise le long de l’un des deux lacets, et suppo- 
sons que, après avoir parcouru plusieurs fois dans un ordre 
quelconque les lacets, la variable z décrive le contour recti- 
ligne Ox, l'intégrale prendra la valeur générale À 


A—B+C—D...F—=x 


le signe + ou — étant mis devant w, suivant que le nombre 
des intégrales À, B, C, ... est pair ou impair. 

On peut toujours supposer que AZ2B, BZC, CZD, ..., 
car il serait inutile d’écrire des termes qui se détruisent; 
BC — 7: donc la valeur générale de 
l'intégrale que nous avons appelée arc sin x est 


ANT +U ou (27 +I)T — u, 


n désignant un entier. La fonction inverse de arcsinæ ou 
sin w jouira donc des propriétés suivantes : 


siNn(2nT+u)—= Sin u, 


siNn(2AT+T—u)=sinu. 
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Il est facile de voir d’ailleurs que la fonction sinu — x, 
définie par l'équation 


(4) | DE = Vies 


[équivalente à (3) si l’on ajoute que, pour #4 — 0, on a x — o| 
est monodrome. Il ne pourrait y avoir d'exception à cette 
règle que si + se trouvait dans le voisinage des points —ret 


+ 1 (p. 127); maïs, si l’on pose æ—1 #2 onà 


26 6 F9 [a 
==" /19 82,2 
du V É S 
ou 
HE NIET 7 
QE Ps | = pers #) Fe. A 
du 2 S? 


pour & —1,6— 0. OrË est monodrome autour du point pour 
lequel on a Ë— 0; donc x est aussi monodrome autour du 
point pour lequel x — 1 ; on verrait de même que æ ne cesse 
pas d’être monodrome autour du point — 1; ainsi l’équa- 
üuon (3) définit sinx comme fonction de # monodrome dans 
toute l’étendue du plan. 


IX. — Formule fondamentale de la Trigonométrie. 


La formule fondamentale de la Trigonométrie rectiligne 
peut se déduire du Calcul intégral. Ainsi, en posant 


+ &. 
f dx : 
D als 


et en adoptant cette formule comme définition de arc sinæ, 
on aura, pour intégrale de l'équation 
dx dy 


1 thin 
4 Vin Vin 


—= O, 


l'équation 


(2°) arcsinæ + arcsiny — arcsine, 
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où c désigne une constante. Mais on peut intégrer autrement 
la formule (1) et l'écrire 


dx Vi—Y+ dy Vi—zx=0o 
ou 


févr far ie = à, 


a désignant une nouvelle constante ; en intégrant par parties, 
on a 


noter fe + ne 


Vi— x? Vi yi 


ou, en vertu de (1), 


zV3— + y Vi = a; 


M MOoBtrEque, pour &— 0,7 —c; s1 l'on fait ici æ — 0, on 
ay = «a : donc a—c, et par suite 


LS ._œVi=p+yVi-a=e. 
En appelant alors sinx la fonction inverse de arc sinx et en 
posant arc sinæ — à, arcsiny =, 


ab —'arcsinc; 
on a, au lieu de (3), 


sin a ÿ1— sin2b + sinb Wÿ1—sin?a — sin(a + b). 


Les signes des radicaux se vérifient en faisant successivement 
a = 0, b—=0o. C’est la formule fondamentale de la Trigono- 
métrie. 


X. — Intégrales des fonctions algébriques de genre zéro. 


On a vu que les fonctions algébriques pouvaient se classer 
par genres (p. 82). Les fonctions de genre zéro sont définies 
par des équations algébriques représentant des courbes uni- 
cursales, et l’on sait que, si y est fonction algébrique de x de 
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genre zéro, on peut exprimer x et y en fonction rationnelle 
d’un même paramètre £. L'intégrale 


fr dx 


U Se J)dz, 


ou même cette autre 


dans laquelle F désigne une fonction rationnelle, peut tou- 
jours être calculée au moyen des signes ordinaires de l’Algèbre, 
y compris le signe log, c’est-à-dire en termes finis; en effet, 
si l’on remplace x et y par les fonctions rationnelles (4) et 
Y(£), on trouve 


U= [Fe eo) dt, 


la quantité placée sous le signe / étant rationnelle en t{; on 


en conclut que : 


Taéorkme. — Les fonctions rationnelles de x et d’une 
Jonction de genre zéro peuvent toujours s'intégrer en 


Lermes finis. 


XI. — Intégrales des fonctions algeébriques de genre 4. 


Les intégrales des fonctions algébriques de genre zéro 
n’engendrent pas de transcendantes nouvelles ; elles peuvent 
s'exprimer au moyen des fonctions algébriques et logarith- 
miques. Il n’en est pas de même des intégrales des fonctions 
de genre un et a fortiori des intégrales des fonctions de genre 
supérieur, comme nous ne tarderons pas à le démontrer. 

Les intégrales des fonctions de genre 1 méritent d’être 
étudiées à part : on leur a donné le nom d’intégrales ellip- 
tiques. Si y désigne une fonction de x de genre 1, æ et y 
pourront s'exprimer, comme l’on a vu (p. 88), en fonction 
rationnelle d’un paramètre £ et d’un radical R de la forme 


R=yati+bB@i+c?+dt+e, 


hé ns nt, dc, Te À 


A 


PS 


RE TS Te TE ee 


D LR A 


is) 


; 
4 
‘1 
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a, b, c, d, e désignant des constantes, en sorte que, si F(x, y) 
désigne une fonction rationnelle de x et de y, l'intégrale ellip- 
uique 

U = f(x, par 


pourra se ramener à la forme 
U = f y(#, R)r, 


ÿ(t, R) désignant une fonction rationnelle de £ et de R. 


XII. — Sur l'impossibilité d'exprimer les fonctions abéliennes 
au moyen des signes ordinaires de l’Algèbre. 


Les théories que nous allons exposer sont dues à Liouville 
(Journal de Crelle, t. 12 et 13; Académie des Sciences de 


Paris, 24 juin 1837). 


Liouville appelle transcendantes de première espèce les 


“fonctions algébriques de et, e“:, ...,logu,, logus, ..., ui, 


U», -.., les lettres w,, u2, ... désignant des fonctions algé- 
briques. On appelle transcendantes de seconde espèce les 
fonctions algébriques de e"1,e°:, ...,logv,,loges,...,01,..., 
les lettres ?,, #s, . . . désignant des transcendantes de première 
espèce, etc. 

Ceci posé, nous allons chercher la condition pour que l'in- 
tégrale abélienne | y dx, où y est une fonction algébrique, 
soit exprimable par le moyen des fonctions algébriques expo- 
nentielles ou logarithmiques. 


Supposons d'abord /y dx exprimable en fonction algé- 


brique de fonctions de première espèce, et soit 


(1) fr da = f(x, et, eus, ..., logu, logus, ...). 


Rien n'empêche de supposer qu'entre ei, e*, ..., log uw, 
L. — Traité d'Analyse, IV 10 
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logu», ...1l n'existe pas de relation algébrique, sans quoi, 
s’il en existait une, on pourrait remplacer log w,, par exemple, 
par sa valeur au moyen des autres transcendantes. 

Je dis que la fonction e“ ne saurait figurer dans le second 
membre de (1); en effet, remplaçant f par o(e“, æ) ou même 
par w(0, x) en posant e“1— 4, on aura 


fra) 


(2) — 01(0,æx)0 _ + 92(0, æ), 


et, en différentiant, 


où nous désignons, pour abréger, par +, et w, les dérivées 


JRROTE mais cette formule (2)ne saurait avoir lieu, puisque 
SMAIES à D Vroig | 


elle établirait une relation algébrique entre nos transcen- 
dantes, ce qui est contraire à notre hypothèse, à moins que les 
exponentielles qui y figurent dans les signes fonctionnels ne 
disparaissent identiquement. Si ces exponentielles dispa- 
raissent, on peut remplacer 0 par Ü ou même par une quan- 
tité quelconque, sans troubler l'égalité (2), et l’on a alors 


du d 
GB) 7 = at æ)0 + qu(0, æ) = qu(pd, æ)p0 D es»); 


d’où l’on conclut, en intégrant, 

o(0,æ)= v(u0, x) ÿ const.; 

la constante dépendra en général de u,et l’on aura 
(4) PU, x) = o(ub,x)+ pm) 


Il ne faut pas oublier que (3) est une identité; (4) doit donc 
aussi être identique et avoir lieu quel que soit Ü; on peut alors 
supposer Ü— 1: onaalors 


p(æz)= pur) + Cu), 


ce qui détermine d(u): (4) devient alors 


(3, ci pCUÔ,æ)— ou, æ). 


ARR. ni  — nd ds. + * sm de 


\ 
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Si l’on différentie successivement par rapport à Üet 4, on a 


o1(0, æ) — mo1(04, æ ), 

Vo u0, æ) = pi(u, x); 
d’où l’on üre, en éliminant o1(6u, x), 
ROC d) = 0w(0, x) = const. = à. 
Ainsi 

[44 
o1(0, di) = fre 
et, en intégrant, | 
p(0, æ) = a log0 + b, 
b désignant une nouvelle constante; on a donc 
(0, x) = aloge“i b — ty D: 


la fonction & ne contient donc pas d’exponentielles; donc : 


Une intégrale abélienne ne peul pas contenir d’expo- 
nentielles dans son expression, si elle est transcendante de 
première espèce. 


Supposons maintenant que 0 — log u,, et, explicitant cette 
fonction, posons 


(1) fras =, æ ), 


Ea différentiant (1), on a 


! 


u 
J = p1(0, x) — + p2(0, æ); 
1 


le second membre de cette formule doit être indépendant 


de 8 : on peut donc y remplacer 0 par. 0 + u et l’on a identi- 
quement 


7 ! ! 
PU (42 
D(0+ u, >) sa HF Pa(0 Ep, &) =%(0, x) u, 


w2(0,x). 
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En intégrant, on a alors 
o(0+u, æ)= (0, &)+4(u); 
! désig tant AT t à æ; si l’on fait 
Y(u) désignant une constante par rapport à æ; S1 On Ia 
4 — o, 1l vient 
AQU æ) = o(0o, æ) + YCU); 
d'où, par soustraction, 


(0 + be; æ)—v(u; T) = o(0, æ)—vw(0, æ ). 


Si l'on différentie alors successivement par rapport à 


et, ona 
(0H, r)—pi(uT)= 0; 
o(0+, æ)—%1(0, x) —=0; 
donc 
(2) pit æ) = p1(0, æ) — const. — 4, 
d’où 


0(0, æ) = a0 + 8, 


a et b désignant des constantes d'intégration, c’est-à-dire des 
quantités indépendantes de 0, mais pouvant dépendre de x. 
On a donc 


F3) o(0, x) = [rar — a log ui + b. 


Mais on peut aller plus loin et prouver que & est constant. 
En effet, en vertu de (2), on peut poser 
D(0+ ut) = a, 
u désignant une constante; on a donc 
p(0+R, æ) = ad + bs. 


Changeant 4 en Ü — pu, on aura 


e(0,æ)= fy de = a(0—u)+bs: 
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or les valeurs de fy dx données par cette formule et par (3) 


ne peuvent différer que par une constante; donc 


a0 + b— a(0 — p)— b, = const; 


donc au + b — b, doit être constant quel que soit 4, et, en 
particulier, en supposant 4 constant, 


da. d(b—b) 


dx dx ; 
CAES “da d(b—b;) ! 
quel que soit 1; par suite x O0 Et — —0; donc a est 
bien un nombre constant. Donc : 
THÉoREME. — St l'intégrale [ y dx est une transcen- 


_ dante de première espèce, on a forcément 


fr dx = u9 + Ailogu + Aslogus+..., 
Us WU, Uo, ... désignant des fonctions algébriques A, 


Ce premier théorème est de Liouville. 


Maintenant supposons l'intégrale / y dx exprimable au 


moyen d’une transcendante de seconde espèce, on pourra poser 


f> do ro(eti els, Mr dogu:,logue, ...), 


© désignant une fonction algébrique de fonctions de pre- 
DnPrePeneceel déem, em ,logu,, logu:, ..., et u, 
U», ... les w désignant non plus des fonctions algébriques, 
mais des transcendantes de première espèce. 

On prouvera, comme tout à l'heure, que e“, e":, ... ne 


euvent pas figurer dans l'expression de dx et quelogu,, 
Ê IAE P R [ 5 


logu:,... n’y entrent que sous forme linéaire avec des coef- 
ficients constants, en sorte que 


fr de = uo + Ailogui+ A,log ui +..., 
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Uos Ui, Us, ... désignant des transcendantes de première 
espèce. Or Liouville trouve encore que ws, w,, -.., u, sont 
simplement algébriques; la démonstration se fait en posant 


fr dx = œ(et, x)= (0, x), 


e désignant l’une des fonctions algébriques qui figurent dans 
Uo, WU, Us, -..: en employant le même mode de démonstra- 
ton que tout à l'heure, qui réussit grâce à ce que les dérivées 
de © sont algébriques par rapport à 4, Us, .-., On prouve 
que e’ ne doit pas figurer dans w,, w», . ..; on voit de même, 
en posant 


fo» dx — o(loge, æ) = o(0, æ), 


que Ü ne peut entrer dans fy LD, 


Le même raisonnement s’appliquerait au cas où f 7 dx 


serait supposée transcendante de troisième espèce, et ainsi 
de suite; donc enfin : 


Tuéorème IL — Si une intégrale abélienne est expri- 
mable à l’aide des signes de l’Algèbre ordinaire en y. 
adjoignant les signes logarithmiques ou trigonomé- 
triques, elle est nécessairement de la forme 


(H) Jr de = uv+ Astogu + Astogus +... 


Uos Us Us, +... désignant des fonctions algébriques et À,, 
À:,... des constantes. 


Abel a prouvé que wo, uw, ..., uw, étaient des fonctions 
ralionnelles de x et de y. Pour le voir, il suffit d'exprimer 
Lo; U,, -.. en fonction rationnelle d’une même fonction algé- 
brique, À. Cette fonction À satisfera à une équation irréduc- 
tible à coefficients entiers en +; mais il est clair que l’on 
pourra d’une infinité de manières s'arranger de telle sorte que 


2 


DES TRANSCENDANTES, IDI 


ses coefficients contiennent y. Rien n'empêche de supposer 


cette équation À — o irréductible en À; or, si l’on différentie 


l'équation (H), on obtient une relation rationnelle en x, y, 
À, qui peut servir à définir À. Or, l'équation considérée À — 0 
étant 1rréductible, la relation rationnelle en question doit 


admettre toutes les racines de À — 0 pour une même valeur 


de x et de y; en faisant alors dans (H) À égal à chacune des 
racines de À — oet en ajoutant les résultats censés au nombre 
deu, ona 


a (> dæ.= us + A;logu, + A:logllu;, : 


mais 249, Ilw,, Ilu», ... sont des fonctions symétriques des 
racines de À — 0 : ils s’exprimeront donc en fonction ration- 
nelle de x et de y. BR RORE SUD: 


PE — Impossibilité d'exprimer les intégrales elliptiques à l’aide 
de transcendantes plus simples. 


Nous avons vu que les intégrales elliptiques, ou intégrales 
des fonctions du premier genre, se ramenaient à la forme 


(1) Jr PIE; 


R désignant la racine carrée d’un polynôme du troisième ou 
du quatrième degré et f une fraction rationnelle. Or toute 
fonction rationnelle de R et x peut se mettre sous la forme 


_. (A BR)(C— DR) 
CADRE C2 — D? R? < 


A, B, C, D désignant des fonctions entières, et par suite sous 


la forme 
P+—QR 


SH SAES 
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P, Q,S, T désignant encore des fonctions entières ; l’inté- 
grale (1) se ramène donc à la forme 


P j à 
fs e+f à de. 


La première intégrale s'obtient facilement, la seconde se 
décompose en d’autres de la forme | 


EE 1 dx 
SUR IN LACET 


abstraction faite de facteurs constants, en décomposant la 
ÿ 2 {EL 117 ù 
fraction 3 €n éléments simples. 


Je vais prouver que l'intégrale la plus simple, 


Ib | 

SUPER 

ne peut être exprimée au moyen des fonctions algébriques 
logarithmiques, etc. En effet, si une pareille expression était 
possible, on aurait, en vertu du théorème d’Abel démontré au 
paragraphe précédent, 


Ÿ dx 
ui) Ve = Po + QR + Ÿ'arlog(Pi+ QR), 


Pi et Q; désignant des fonctions rationnelles, que l’on peut, 
sans nuire à la généralité, supposer entières si & >0 et À; 
désignant une constante; mais je dis que l’on doit aussi sup- 
poser P, et Q, entiers. En effet, supposons P, ou Q, infinis 


; 

J ; é dx MS L 
pour æ— a, P, + QGR sera infini, mais. / R St nécessai- 
0 


rement fini, quand même R? contiendrait le facteur x — @, 
car 1l ne saurait le contenir deux fois (sans quoi R se ramè- 
nerait à la forme (x — «)R’, R’ désignant un radical portant 
sur un polynôme du deuxième degré); donc il faudrait que 
l’une des quantités P; + OQ;R fût nulle pour æ— 4, mais 
Po + QoR pour des valeurs de x voisines de « ne saurait être 
de même ordre infinitésimal que log(P; + Q;R) qui est de 
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l’ordre de log(æ — x); donc P, et Q5, ne devenant pas 
infinis, sont nécessairement entiers. 

On peut supposer que l'intégrale qui figure dans (1) ait 
été prise le long d’un contour rectiligne ; alors, si l’on intègre 


d’abord autour d’un lacet relatif à _ la formule (1) devra être 


remplacée par la suivante, où 8 désigne une constante, 

0 1e Ne QR + VA; log(P;— QR) 

0 
et, en la combinant avec (1), on a 

0—2P;+ Ÿ'Aslog(P?— Q?R?), 
que l’on peut mettre sous la forme 
= 2Po+Ÿ mlog(æ— a), 

met «a Dan des constantes. Cette formule est Impos- 
sible si les termes logarithmiques qui deviennent infinis dans 


le second membre ne sont pas nuls, et alors P, est constant : 
on a donc 


dr 
SPA Po + QoR, 
JE 


Ps désignant une constante; différentions, nous aurons 


I dR dQ; 
AR FRS ae 

ou 
dk dQ, 
MÉREDUTR 7 

ou 
dR2 = dQ 
| AR CNE ER ET 

Soit 


R= axt+ br + cx? + dr +e, 
Qu Arme DonTi , E Gr AH, 
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on devra avoir 


2=(Axzm+,,.LH)(4axi +... 
—2(axt +...+e)(mAœm IE RG) 


ou, en identifiant, 
23 —" Hd +2eG, 0O—=4Aa+omAa. 


m devrait être égal à — 2, ce qui est absurde; ainsi, parmi 
les intégrales elliptiques auxquelles donnent lieu les fonc- 
tons algébriques de genre un, les plus simples, celles qui 


sont de la forme 
dx 


R? 
sont des transcendantes nouvelles. Le Chapitre suivant sera 
consacré à l’étude de ces transcendantes et de leurs inverses. 
Nous croyons devoir placer dans ce Chapitre un théorème 
général dû à Abel et dont nous ferons un fréquent usage. 


< 


XIV. — Théorème d’Abel. 


Dans une Note très succincte, Abel indique la possibilité de 
former des combinaisons linéaires d’intégrales de fonctions 
algébriques, exprimables au moyen des signes de l’Algèbre | 
élémentaire. Au fond, le théorème d’Abel revient au suivant : 


Soit 
() ACZ J)=0 
une courbe algébrique, réductible ou irréductible, de 


degré m; st l’on coupe cette courbe par une courbe algé- 
brique de degré n à coefficients variables, 


(2) Y(T, y)= 0, 
et st l’on appelle (x, y1}, (ts, Va), . . (EM) Mes 


a 


u — mn points d’intersection de ces deux courbes, on aura 
la relation 


= 


U 
E(x:;, y:) dæ: dr 
2 ati, Yi) nr 


LA 
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F(x,y) désignant une fonction entière quelconque de 
degré au plus égal à m—3, et f,(x, y) désignant la 
dérivée À. 
4 
Pour démontrer ce théorème, nous observerons que x,, y, 
Le, V2, «-. Sont fonctions des paramètres contenus dans les 
coefficients variables de Ÿ, ou, si l’on veut, de ces coeffi- 
cients; si alors on fait varier ces coefficients et si l’on appelle 
dY la différentielle de Ÿ relative à ces coefficients, æ el y res- 
tant constants, on aura, pour des valeurs quelconques de + 
et y satisfaisant à (1) et (2), 


of of 
pe 

09 1 0ÿ VU — 
de , dy t d$ = 0, 


ou bien, en éliminant dy, 


O(.f. Ÿ) CR 
SC, APRES Nr = 0 


ou, en remplaçant a par f(x, y}, 


F(æ, y)dx _ dYF(x, y) _ 


Si, dans cette formule, nous faisons successivement x — x,;, 
Lo, ---, y, et si nous ajoutons les résultats, nous aurons, en 
vertu d’un théorème démontré (p. 322, t. [), en observant 


que F(x, y) d est de degré inférieur à —7 2 ; 


= 
F(æ;, Vi) dr; LA 
Hat 340, 


ce qu'il fallait démontrer. 
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XV. — Application du théorème d’Abel à un système 
hyperelliptique. 


Soit X un polynôme du degré 2p donné par la formule 
X = Gjo+ GT + Ga? +...+ Grp T?P 


et X; ce que devient ce polynôme quand on y lait perte 
considérons la courbe 


(1) J?=X, 
et coupons-la par une courbe variable de degré p 
(2) Jo Le 


T se : A 4 LA . 
dans laquelle Ü désignera un polynôme entier de degré p; les 
deux courbes se couperonten 2p points(Zi, 4), (Lo, Vo), : 
dont les abscisses æ,,Zo, ..., Top Seront racines de 


“. 


(3) WU X—6. 


Nous supposerons fixes les p intersections (T2 1900 


(Zap Yep); il suffit pour cela de déterminer p des p + 1 coef- 
ficients de U par les p formules 


(4) Ÿ'p+1 — U»+1, J'p+2 — U»+», CIEL EN Vop = U». 


Alors, entre les ppoints(x,,71),...,(æp,&p) restés variables, 
il existera, en vertu du théorème d’Abel, des relations de la 
forme < 
1=p 
D Fri, yi)d: 
Yi 
1=1 
ou 
L= LR 
F(x;, VX; 
à ( S ÿ ) d%; — 0, 


X : 
A | ae: 


PCA Der 


Lé "A 0 
> Li 
#4 
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F désignant un polynôme de degré 2p — 3 en x et y arbi- 
traire. En particulier, on aura 


dx: Île de; 7 
we vx AU D UE 
T1 dT, Lo dT # Lp Th 
(5) VX HU D CN ONT NRS 
nu SC OP ENT EE RARES PER EEE ; 
M den re 2 ds TEL 
I en 


Si maintenant on considère ce système, il sera satisfait en 


prenant pour æ,, Æs, ...,æh les points d’intersection variables 


de (1) et (2), en sorte que pour intégrer le système YÉ on 
formera l’équation (3) — 
ÜU?2 — X — O; 


on divisera son premier membre par (æ—xpj4), ..., 
ÉD Top); Lp+ir --:; Lop étant connus, l'équation résul- 


tante 
R— 0 


fournira alors æ,, &e, ..., &p, et, sil'on a 


144 == À 0 ÆP + AyTPTA1 +, Le A; 


on en conclura 


Ai 

me The Len 2 

0 

+ er î 

Ti Lo PAUA EL LE p+1 — , 

(6) 1 3 p' p+1 A 
re ee elle ie ele atelier clefs lote, + pie 2. < “ 

Ah 

V1. Xp DA rA 

0 


En éliminant entre ces équations le paramètre variable qui 
reste dans Ü, on aura p — 1 relations entre æ3, &o, ..., Æp, 
qui seront les intégrales de (5) renfermant les constantes z»,1, 
DRE a? quise réduisent à D — 1. 

On pourrait encore trouver sous forme algébrique les inté- 
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grales de (5) en développant l'équation Ü? — X — o sous la 
forme | 

P,x?2? —— P,x2r-1+., + Pep + O, 


sans exprimer que U prend des valeurs données pour 


#4 — T p+1) …. Tape 
Alors on aurait 
| PP: 
MI Eee ETop Es 
P; 
P; 
TL HF. + Lop1 op = Lt 
RE PA RE EE 
Pop 
Ti Po T3 Top — 
Po 
Enséliminant'ensuite tree To» el un coefficient 


de Ü, on aurait encore p — 1 relations entre Li ER RT 
et les coefficients de U qui seraient dans ce cas les constantes 
d'intégration. ÿ 

Il résulte de là un fait curieux dont toute l'importance sera 
développée plus loin : les équations (5) ont pour intégrales, 
sous forme transcendante, les relations évidentes 


d 5 LT: ’ : 
D si — const., NX: ’ . sn — COnSt., PA 


et ces équations sont équivalentes à des équations algébriques 


qui sont les intégrales déduites des considérations qui pré- 
cèdent. 


XVI. — Généralisation du théorème d’Abel. 


Le théorème d’Abel peut être généralisé comme il suit : 


Sotent 
alain) 
Jai, Do, 1 mn) =00, 


(1) | 
| ANA PEUR APN EPS TAN, F0 x 
Jai, La, ..…., Tn) = O 


CNET 7 


ES ES 


I SE, OS EE. 


dé 
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ñn — 1 équations algébriques de degré m; st nous leur ad- 
Joignons l’équation à coefficients variables de degré p 


(2) TARN IOU EE) 10; 
et st nous désignons par 
Ty Dias ++.) Lin 
l’une quelconque des u — pm! solutions de (1), (2), nous 


aurons. 


110 


v 


F(zh, Vj9, ..., Lin) dx ii — 15) 
| Re RTE) | l 


11 O( T9, Ti3; +.) Lin) 


F désignant un polynôme quelconque de degré m — 3. 


La démonstration de ce théorème se fait comme celle du 
théorème précédent. On différentie les équations (1) et (2) 
par rapport aux coefficients de f,,.et l’on à 


f1 dfi dfi 
CL) DES a © dr, — 
Dr dr + dr: dX SNS AT D; 
Ah: În [l Of n—1 : 
ra ee l jp. dr, —0 
A d 1 0 ° (4%) ie Ty D ; 


À É 0) n 
M. Un ne drn + dfn = 0 


cPhénélminant dr, dass ..., dx, 


O( frs Jo: on un) #12 OR AUDIREE et) 


DRE TE... Tu) RU tr FaoE CR.) 


din= 0; 


4 


multiplions par F(x,, æ», ...,æ,) et divisons par 


Dre: Ne LA) OL ces ns) 


DOPIULS CN OT Li ES Dr) 


remplaçons ensuite Zi, Zo, ..., &y SUCCeSSivement par æzi1, 
Ly9: ess" 3 Lin; CE VATE PS Cuu PCT Lin) . er apoutons les 
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résultats ainsi obtenus : nous aurons, en vertu du théorème 
(t. [, p. 322), la formule 


‘i=t 
F(æ:1, Lin ere Lin )ATIA SAR 
| O(f1; /2; ere | , 
i=1 O(Tje, Dis ACT 


qu'il fallait démontrer. 

. Nous aurons plus tard l’occasion de faire des applications 
de ce théorème qui donne toute la théorie des biquadratiques 
gauches. 


0-00 —— 
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CHAPITRE VI. 


THÉORIE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 


I. — Préliminaires. 


_ On a donné le nom d'intégrales elliptiques, comme nous 
l'avons dit, aux intégrales de la forme 


FF, VX)dx, 


F désignant une fonction rationnelle de x et de VX,etX un 
polynôme du troisième ou du quatrième degré ; c’est à cette 
forme que se ramènent les intégrales des fonctions algébriques 
de genre un. 

C'est le comte Fagnano qui a attiré l'attention des géo- 


mètres sur ces nouvelles transcendantes par ses travaux sur 


la comparaison des arcs d’ellipse et de lemniscate. Euler à 
ensuite intégré l'équation 


dr Pa dy 
VAzt + Ba + Cr DrtE VAyY'+By5+Cy?+Dy+E 


sous forme algébrique, et a ainsi fait faire le premier pas à la 
théorie des fonctions elliptiques (Vo commentarti Petrop., 
t. Vlet VIT). Lagrange (Mém. de Turin, t. IV, et Fonctions 
analytiques) a donné une méthode plus simple et plus natu- 
relle pour résoudre la même question ; il a donné aussi une 
méthode pour transformer les unes dans les autres les inté- 
grales elliptiques, en s'appuyant sur une découverte de Lau- 
den, dont nous aurons l’occasion de nous occuper bientôt. 
L. — Traité d'Analyse, LV: 17 


162 CHAPITRE VI. 


En 1811, Legendre a fait paraître un Traité volumineux, 
enrichi de Tables numériques, et qui contient tout ce qui 
avait été écrit jusque-là sur ce sujet; mais c’est à Jacobi et à 
Abel que nous devons la connaissance de la nature intime des 
fonctions elliptiques. Ces éminents géomètres ont eu l'idée 
d'étudier non plus les intégrales elliptiques, mais les fonctions 
inverses de ces intégrales, et ont été ainsi les véritables fonda- 
teurs de la théorie des fonctions elliptiques. On comprendra 
facilement l'importance du point de vue auquel se plaçaient 
Abel et Jacobi, si l’on réfléchit que les intégrales des fonctions 


de x et de ÿax? + bx + c donnent naissance aux fonctions 
circulaires inverses de celles que l’on considère en Trigono- 
métrie, et qui sont bien plus importantes. 

Il serait injuste de ne pas mentionner ici Cauchy et Puiseux, 
le premier pour nous avoir révélé l’origine des périodes, et le 
second pour nous avoir fait connaître la manière dont se per- 
mutent les racines des équations algébriques les plus générales 
et les diverses valeurs que peuvent prendre leurs intégrales. 
Il serait également injuste de ne pas mentionner les admi- 
rables travaux de MM. Hermite, Liouville, Weïerstrass, etc., 
qui ont éclairé d’une lumière si vive une théorie restée 


peut-être un peu obscure dans les OEuvres d’Abel et de 


Jacobi. : 

(Voir, Bulletin des Sc. math., 2° série, t. III, dé- 
cembre 1879, p. 489, un résumé historique de la Théorie 
des Fonctions elliptiques, par Kænigsberger.) 


II. — Réduction des intégrales elliptiques à des types simples. 


Soit F (æ, VX) une fonction rationnelle de x et du radical 


VX; on peut mettre F sous la forme 


po A BVX 
C+DyX 


A, B, C, D désignant des polynômes entiers en x; si alors on 


he de 
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multiplie haut et bas par C — D/X, on a 


P, Q désignant de nouvelles fonctions entières: F se décom- 


pose alors en deux parties, l’une rationnelle que l’on sait 
intégrer, et l’autre de la forme 


, . e C3 G lé — 
H désignant une fonction rationnelle, ou -2, G désignant 


Z 


une nouvelle fonction rationnelle. 
Nous n’aurons donc besoin que d'étudier les intégrales 


_ elliptiques de la forme 


: lGdxr 
TEEN 
Et d’ailleurs rien ne suppose jusqu’à présent que le poly- 
nôme X soit du troisième ou du quatrième degré, de sorte 
que la réduction que nous venons de faire s’'appliquerait 
encore aux intégrales dites wltra-elliptiques, dans lesquelles 
X est d’un degré supérieur à quatre. 


III. — Problème de la transformation. 
Jacobi a donné le nom de problème de la transforma- 
tion au suivant : 
Etant donnée une expression de la forme 
da 
TE. 
vx 
où X désigne un polynôme entier du quatrième degré en 
æ, la changer en une autre de la forme 


dy 


7 


2 


Vo -72 
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Y désignant un polynôme entier du quatrième degré en y, 
au moyen d’un changement de variable de la forme 


U et V désignant des polynômes entiers en y que l’on peut 
supposer premiers entre eux. 


Pour résoudre cette question, supposons 
X =(æ—a)(x —fB)(x —y)(x 0), 
nous aurons 


de _ (UV — V'U)dy 
VX  Y(U—aV)(U—BV)(U—YyV)(U — dv) 


Pour que le second membre de cette formule soit de la forme 


d e ’ » A r . 

na il est nécessaire que le polynôme placé sous le radical 
soit le produit d’un carré par un polynôme du quatrième degré 
en y; mais cela ne suffit pas, il faut encore que le carré en 
question soit égal, à un facteur constant près, à U/V — V'U. 


Soit p le degré des polynômes U, V; le polynôme 
P=(U—aV)(U—BV)(U—YyV{U—0V) 


sera du degré 4p; le carré dont nous avons parlé est alors de 
degré 4p — 4; sa racine est de degré 2p — 2; c’est précisé- 
ment le degré de UV — V'U, si l’on observe que le degré de 
ce polynôme, en apparence 2p — 1, est en réalité 2p —», les 
termes en 2p — 1 se détruisant mutuellement. 

Je dis maintenant qu’il suffit que le polynôme P se décom- 
pose en un polynôme du quatrième degré et en un carré, pour 
que la racine de ce carré divise UV — V'U et, par suite, soit 
égale, à un facteur constant près, à U'V — V'U, en sorte que, 
pour que la transformation soit possible, il suffit que P soit 
le produit d’un carré par un polynôme du quatrième degré. 

S1 P est divisible par un carré, il sera le produit de facteurs 


doubles, provenant d’un même binôme U —4V,U—8V,...: 
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en effet, U —aV et U— BV ne sauraient avoir un facteur 
commun, sans quoi ce facteur diviserait leur différence 
(a — 6) V et, par suite, V et U, qui par hypothèse sont pre- 


miers entre eux; mais, si U—aV, par exemple, admet 


. un facteur double, ce facteur appartiendra à U'— «V' 


où à U(U —aV)—U(U'—aV'), c’est-à-dire à son égal 
— (UV — V'U): donc la racine du carré en question sera 
précisément UV — V'U, et il est facile de voir que notre 
raisonnement s'applique au cas où U et V seraient, l’un de 
degré p, l’autre de degré p — 1, parce que UV — V'U serait 


encore de degré 2p — 2. 


IV. — Transformation du premier degré. 


Le degré de la transformation est le degré le plus élevé 
des polynômes U, V qui entrent dans l'expression de x en y. 
Dans la transformation du premier degré, on a 


D: ai be 
Mao y: 


si l’on applique cette transformation à la différentielle 


dx 

elle devient 
(ba'— ab") dy 
VAICO— ab )y+a—aa](b fo) +a—fpa].. 


la transformation du premier degré réussit donc toujours, et 
cela d’une infinité de manières; on peut alors profiter de 
l’indétermination de a, b, a!, b', pour faire disparaître un 
certain nombre de termes dans le polynôme Y qui figure 
sous le radical du polynôme transformé. On fera disparaitre 
les termes de degré impair, en posant, par exemple, 


(b— ab')(a—Ba')+(a—axa)(b — Bd) =0, 
(b—yb'\(a— da)+(a—7ya')(b — àb") =0o; 
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$ TND 
dans ces formules il n’entre que les rapports —, =; nous pou- 
7 AA 


vons alors supposer &'— 1, b'—1,etl'on a 


a+by 
1+y 


2 


et les quantités a, b seront données par les formules 
(b—a(a—$B)+(a—a)(b—B)—0, 
(8—y)(a—5)+(a—y)(b— 06 


ou bien 
2ab—(a+B)(a+b)+2a8 = 0, 


2ab—(y+Ô0)a+b)+2yù —0; 


on en conclut 


ab — aR(y +0) YÔCa + B). 
11 a+—f$—y—ù L 
2(a$ — Yô) 


a — b = = e 
a+ —y—ù 

a et b sont donc racines d’une équation du second degré 
facile à résoudre. 


REMARQUE I. — Si a + 8 — Y+ÈÔ— 25, notre méthode 
tombe en défaut; mais alors la transformation devient inutile, 
si son but est de faire disparaître les termes en y et y. En 
effet, on a alors 


(&— a)(x —B)(æ— y)(æ — à) | 
= (2?— 25% + af)(x? — 257 + y0) 
CS ICO EC 


el, en prenant £Z — s — y ou x — Y + S$, On à une transforma- 
tion très simple permettant de ramener la différentielle (1) à 
la forme voulue. 


Remarque Il. — Supposons «, B, y, à réels ou imagi- 
naires conjuguées deux à deux; il est facile de voir que la 
transformation que nous avons faite conduit à des valeurs 


L 
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réelles de & et b. En effet, pour que l’équation qui donne ces 
quantités ait ses racines réelles, il faut et 1l suffit que 


Ca — YyÈ) —[as(y +8) —yè(a+B)l(a+B—y—0)>0; 


car ab et a + b sont évidemment réels, rien n’empêchant de 


conjuguer «& avec B et y avec Ô. Si l’on développe cette for- 


mule, on trouve | 

| (a (a — NB — NB —2) > 0. 

1° Supposons &, £, y, à réels; on peut supposer 
aœpf>y>. 


et cette formule se trouve satisfaite. 
2° Supposons et 8 conjugués, y et à réels, a—yetf —7 
seront conjugués ainsi que « — à, et $ — à; le produit 


(a — y)(a — 5)(B—Y)CB — 0) 


sera donc positif. 

3° Siwet $ sont conjugués, ainsi que yetd, «—yetB—0ù 
seront conjugués, ainsi que « — à et $ — y, et le produit con- 
sidéré sera positif. 

Donc, on peut toujours, au moyen d’une transforma- 
tion réelle du premier degré, faire disparaitre de la dij- 
L4 4 dx \ A A ° ré 
férentielle 7x où X est un polynôme à coefficients réels 
du quatrième degré, les termes du degré impair; du reste, 
X prend la forme A(1+ my?)(1+ny?); À, m, n dést- 

gnant des quantités réelles. 


V. — Transformation du second degré. 


S1 les polynômes que nous avons appelés U et V sont du 
second degré, pour que la transformation réussisse, chacun 
des facteurs 


D UN RU VU OV 


168 CHAPITRE VI. 


étant du second degré, il faut que deux d’entre eux soient des 
carrés parfaits ; nous poserons alors 


UV fe + dby}?, 

UV = (a Em 
e et €’ désignant + r ou — 1, d’où l’on tire facilement Se 
Quant à l'expression 


VU — Udv 
V(U— a V)(U— BV) 


on la calcule aisément en observant que le numérateur peut 
s’écrire 
I 


DE [(U—aV)Z{U—8Y)—{(U— BV) d(U — 2V)}, 


et que l’on peut SUPposer y — 0, vu que l'expression en ques- 
tion est de la forme dy < const. On trouve ainsi 


dr 2 Ve (ab Ba')dy L 
VX VESTE VACU—YV)CU —5V) 


L’indétermination des polynômes U et V permettra de 
simplifier le polynôme Y placé sous le radical. Maïs nous 
n’avons pas l’intention de pousser plus avant l’étude des trans- 
formations des divers degrés : ce que nous avons dit suffit 
pour l’objet que nous avons en vue; lorsque nous aurons dans 
la suite besoin d'effectuer une transformation, nous met- 
trons simplement à profit les remarques faites par Jacobi. 


VI. — Applications du problème de la transformation 
à la réduction des intégrales elliptiques. 


Nous avons vu que les intégrales elliptiques se rame- 
naient à la forme 
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où G désignait une fonction rationnelle de + et X un poly- 


nôme du troisième et du quatrième degré. 


S1 X est du quatrième degré, une transformation du pre- 


mier ordre ou du second ordre ramènera, comme on l’a vu, 
dx « d Aus 5 A 1% 
a à la forme TS M désignant un polynôme du quatrième 


degré ne contenant pas de puissances impaires de y. Nous 
avons même vu que, si X avait des coefficients réels, Ÿ avait 
des coefficients réels également. 


S1 X est du troisième degré, on peut ramener 7x à la même 


forme; en effet, on peut poser 


dx dx 


VX  VA(r—a)(æ—B(x y) 
prenant T—a—z,;ona 


dr dz 
VX VA a ENS Lay) 


et, en faisant 3 — y?, 


dæ 2 dy . 
VX VA(Y!+a—B$j(y?+a—y) 


Le polynôme placé sous le nouveau radical est bien bicarré 
et de plus réel si « est réel et $, y réels, ou conjugués. 
Toute intégrale elliptique se ramène donc à des intégrales 


de la forme 
Gdx 


nn 


où X est un polynôme du quatrième degré ne contenant pas 
de puissances impaires de æ. On peut toujours supposer que 
G ne contient pas de puissances impaires de æ non plus, car 
on a 


. A +Bx 


re Dx? 


Cr 
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A, B, C, D désignant des polynômes ne contenant pas de 
puissances impaires de +; on a, par suite, 


G (A+Bz)(C—Dzx). 
vs Cie e 


G se décomposera donc en deux termes de la forme P Or, 
Pet Q désignant des fonctions rationnelles de x? : ainsi 


Gdz Paz. Qxdx 
vx vx vx 
Or l'intégrale [EE se calculera par les procédés ordinaires 


du Calcul intégral en prenant +? pour variable, et le calcul 
d’une intégrale elliptique se trouve ramené à celui d’une inté- 


grale de la forme 
Pdx 


he 


vx 


où P désigne une fonction rationnelle de æ?, et X une fonc- 
uon entière du second degré de +2. Dans cette intégrale nous 


Supposerons 
X=axt+br+e. 


Elle peut, en décomposant l’expression rationnelle P en 
éléments simples, se ramener à une somme d’autres de la 


forme 
x? mn dx 


n dE: 428 
Poe frs 


où À, m, « sont des constantes, dont la seconde m est néces- 


sairement un entier. Or je dis que, dans la première intégrale, 
on peut loujours supposer »m — 2 ou o; en effet, on a 


d(x?r+1 Var +bz?+ c) 


——— br+oaxs | 
_ | (ap + Dern AR + OX? + c + x2P+I des 


Vaz+bx1+c 
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ou 


(a2P+1 Vart + bx?+ c) 
dx 

= ——…—_— XX {22P+4( op + 3)a + x2P+2(9p + 2)b + x2P(2p +1)c]; 
Vazi+bz?+c 


en intégrant, il vient 


a?P+4 dr a?p+1 VX je + 2 bd x'r+? dx 


OONMET ET 2p+3 a ÿYX 
Re. 2p +1 © æ?P Le 
DÉC ANEXTS 

formule qui permet d'exprimer successivement 

æt dx x$ dx 

MES | ref) 

VX vx 
en fonction de 
dx z?dx. 


fe AIME 


dx 
1 (æ? ee me ÿrre VX 


se ramène aux intégrales précédentes et à 


l'intégrale 


dx 
| Le + a) VX 
au moyen de la formule 


d[ (x? + a)? VX] 


= [ear+ a VX +o2x(x2+ a)P-1p Xe on le 


2 VX 


laquelle est de la forme 


d[æ(x?+ a) VX] = . [A(X? + a)r+2+ B(x2+ a)p+1 + C(x? + a)P], 
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À, B, C désignant des constantes: cette formule intégrée 
donne le moyen de calculer 


dx 
fier 


en fonction de 1 BE =sAte es et: dE Au 
(x?+ a) VX VX 


dx 
Le + a)" VX 


est la dérivée d'ordre m — 1 relative à « de 
(— 1}7-1 dx 
LS Ce) 


VII. — Forme définitive des intégrales elliptiques. 


| surplus 


Les intégrales elliptiques sont, d’après ce que nous avons 
vu, réductibles à trois types 


(1) dx x? dx dx 
NE? rs) Maggie = | 
[A VX les 


où X désigne un polynôme du quatrième degré ne contenant 
pas de puissances impaires de +, ou de la forme 


A+ ma?)(1+ nx?), 


À, m, n désignant des quantités constantes (réelles, si le po- 

lynôme primitif du quatrième degré a des coefficients réels). 
Si nous nous plaçons dans le cas général, À, m, n seront 

quelconques el, en posant mx? — — z:?, on aura 


dx — dz:/m | 
rt ts mm 2 
VX VAVG— 2) 62) 


À désignant une quantité quelconque réelle ou imaginaire. 


Ré. es RÉ. de 1 _dS 
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Les trois intégrales (1) peuvent donc être ramenées aux formes 
Jl Kb æ?dx 
LT ET SUR D = mm 
VG— 2?)(1 — 2x?) VO x?)(1 — Ex?) 
dx 
SR ET IT ner, 
(æ?+a)y{i1—x?)(1 — k2x?) 


ces trois intégrales portent le nom d’intégrales de pre- 
mière, de deuxième et de troisième espèce; k est ce que 
l’on appelle le module. Legendre pose 


æ = sinv; 


alors les intégrales précédentes prennent Les formes suivantes, 


auxquelles nous mettrons des limites, 


fe. do Ÿ sin?v do 
À 
REP RS -2 sin? 
À Vi—Æsin?o û Vi—Æ?sin?o 


AMEL 
Je (sin?o + 2)ÿi— #2sine sin?o 


Legendre remplaçait la seconde intégrale par 


? 
f Vi— kÆsin?o do, 
0 


qui n’en diffère que par une intégrale de première espèce. 
Sous cette dernière forme, l'intégrale de seconde espèce re- 
présente l'arc d’une ellipse dont les équations sont 


x = Vi—K cosy, 
y =Ssinv, 
d’où est venu le nom d’éntégrales elliptiques, donné aux 


expressions que nous étudions. Quant à la troisième inté- 
grale, il la considérait surtout sous la forme 


de 
(1+ nr? sin?@) ÿ1— Æ2sin?® 


La quantité + est l'amplitude et n est le paramètre. Pour 
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\ 


abréger l'écriture, Legendre désignait le radical Vi—Æk?sin?o 
par Av; on a alors 


' de 
æ = sin am — 
Î Vi— Æsino 


En appelant w l'intégrale de première espèce, Jacobi fait 
. usage des notations suivantes 


—=amu, æ = Sin amu, 
Vi—x?= cosamu, Vi— Æ2x? = Aamu; 


nous ferons usage des notations plus simples de Gudermann 


æ—=snu, Vi—x?= cnu, Vi 27? = dnu. 


VIII. — Réduction du module au-dessous de l'unité. 


Lorsque les intégrales elliptiques de première, de seconde 
ou de troisième espèce proviennent de la réduction d’une 
intégrale de la forme 


JF(e, VX)dr, 


dans laquelle X désigne un polynôme à coefficients réels, on 
peut toujours supposer le module # réel et inférieur à l’unité. 
En effet, par la transformation du premier degré, nous avons 


an À d Me 
vu que la différentielle x se ramenait à la forme 


(1) dx LE 
VA(I+ max?)(1+ nx?) : 


À, m, n désignant des quantités réelles (vorr la Remarque I, 
p.166); maintenant, pour ramener cette différentielle à la forme 


May 


(2) ——) 
VE —yG— Py1) 
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où M désigne une constante, effectuons la transformation 


irrationnelle 


. a? — Lrala 
L PC a'+ b'y2? 
nous aurons 
4 (bd ab} dy Ÿ 
VA(a'+b'y\a+ by?)K(a'+ma)+y?(b+mb)(a +<na)+y2(0 + n6)h 


facteurs placés sous le radical devienne égal à y?, et qu'un 
autre facteur se réduise à une constante: les facteurs restants 
devront affecter la forme 1 — y?, 1 — k2y2, en les divisant au 
besoin par des facteurs constants. 


È 
| 
Pour que du affecte alors la forme (2), il suffit que l’un des 
On devra donc avoir l’une des égalités 


a,a, a'+max a +na—0o, 


avec l’une quelconque des suivantes qui ne soit pas de même 


rang 
b',B, b'+mb, b'+nb=o, 


ce qui constitue douze combinaisons. 
Toutefois, comme on ne doit pas avoir ba! — ab!'— 0. ou 
- P ; 


[& 


b n . . 
—=gonne devra pas prendre à la fois b—0, b—0, ni 


& —=0 avec a —0, ce qui réduit le nombre de nos combinai- 
sons à dix. 


PREMIÈRE COMBINAISON : a'—0, b—0o. — Le radical qui 
entre dans la formule (3) prend la forme 


7 VAD'a[ma + b'y?][na + b'y?] 


ou bien, faisant abstraction du facteur y qui détruit celui qui 
entre au numérateur de du, 


A b' b' DE 
Va (i+ Te) (+ a )e 


/ 


Pour que cette expression affecte la forme 


Va—yG— 27), 
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à un facteur constant près, 4 étant moindre que un, il faut que 


(4) Ab'mna>o | ; 
et que 

A 

ma na 


Ces deux dernières conditions seront remplies si l’on prend 
.b' b' L : 
a —_ Met ——/#?n; on devra donc avoir m—/4?n 
[42 
cette condition sera satisfaite si m et x sont de mêmes signes, 


car On peut toujours supposer 7 > m en valeur absolue. 
te b' 4 2 
Si l’on suppose m et n positifs, = ou V'a sera négatif; la 
formule (4) exige alors que A soit négatif. Si m et n sont 
; ; b' Fe , s J 4 
négatifs, = et b'asont positifs, A doit donc être positif; donc : 


SH A0, Mm< 0, n<<0; la transformation employer 
sera | 


cette transformation réussit, mais elle est imaginaire ; nous la 
rejetterons pour ce motif. 

En discutant d’une façon analogue chacune des neuf autres 
combinaisons qui peuvent se présenter, on arrive à cette 
conclusion : | 

Pour ramener la différentielle (1) à la forme (2), où 4 1 : 


TRIAL 0: n => 0, posez 


V2 
m(1 — 2) 


2MOUMAES O0, MA ND SO, posez 


TL? — 


— 2 
x? ed ar Gr . 
m 
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L72 
32 Si A > 0, m<o, n << 0, posez 


PA 


x? . 
CC r7IL 


RS 0, m< 0, n<— 0, posez 


m+(n— m)y? 
mn 


PA om — on >> 0, posez 


247 OMR 
RTS PE) 
DA 0,; nm 0, n — 0, aucune transformation réelle 
ne peut évidemment réussir. 
Bien que l’on puisse réduire le module à être moindre que 
l'unité, il ne sera pas nécessaire dans la pratique d’effectuer 
cette réduction, ainsi qu’on le verra dans la suite. On pourra 
même faire usage de modules imaginaires. 


IX. — Transformation de Landen. 


Proposohs-nous de transformer l'expression 


Gi) | dx 
va —2?)(1= 27?) 


ou une autre de la forme 


_ mdy 
VO—YDG— 4272) 


À cet effet, effectuons une transformation du second degré 


U f . r . . 
nu NE pour que cette transformation réussisse, 1l faut que 


l’on ait identiquem ent 


(W—U)Y +U)(V —ÆU)(V + AU) = TA(1— y2)(1 — 4 


he 
L. — Traité d'Analyse, IV. 


12 
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et l’on peut essayer d’y satisfaire en posant 


VSUs tn 

(3) V+U=v(i+y)({i+ y), 
V—AU—Ee(a+by}?, 
V+kU=e(a + by}, 


e et € étant égaux à E 1; si l’on prend à — x’, les deux pre- 


mières formules donneront 


V= a+ k'ay?, 
ÙU = &y(1 + 4); 


les deux dernières formules (3) donnent alors 


a[1+ Ly2— KG + 4)y]= ea + by}, 
af[i+ky2+ kG+ Ky]=Ee(a + by}, 


si l’on prend 
(4) kL(1+ KV = 4K. 


Les premiers membres de ces formules seront des carrés par- 
faits, et la substitution 

ACL 

1+ £'y2 


transformera la différentielle (1) en (2); d’ailleurs de (4) on 
tire 
a VK! 
+ 1 
DU ASE Va AE 
” : 


kr 


en effectuant la transformation, on a 


dx “a dy(i + k) 
Va—aæ)(—kz) 2VG4—=7)G #27) 


En résumé, st l’on pose 


(+ )y 2 VA! 
L'—= 1 2 KE 1 ? 
1+ l'y? 1+ 
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ON AUI'A 
dr dy(i+ #1) 
D ————————— — = à 
LESALRISR MER 
VU— a) Ba) 26 =D) 


On peut donner une autre forme à ce théorème et dire 
| Lee 
que, si l’on pose 
(1+ #') sind 


Sin © — Le ; 
Ÿ 1+ Æ'sin?d 
on aura 
do db(i + k') 
Vi— Æsin?o SV LA sin? 


(LanDen, Phéilosophical T r'ansaclions, 1775.) 


X. — Interprétation géométrique. 
Jacobi a donné une démonstration géométrique du résultat 


précédent (Math. Werke). 
Considérons un cercle de rayon R (9. 6); soient AB un 


A 


diamètre, C un point pris sur ce diamètre, O le centre. Soit 
OC = à, prenons un point M sur le cercle; soient MCA — 4, 
MBA — + ses coordonnées angulaires: en déplaçant ce point 
infiniment peu et en l’amenant en M!, on a 


MM' 2 À do 


MM'=2Rd@a et = # 
| ? MC Va + R?+2aR cos2o 


nu) 
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D'un autre côté, 


MM" sin M'CM A dy 
MC  sinCM'M  cosCMO 
db dy 


UE CO 2 ; 
ÿ1i— sin? CMO /1— si 


! 


Rs MM 
en égalant les deux valeurs de MC 


> On à 


2R do ee dy 


Wine R}—4aR sin?o 


et, si l’on pose 


4 GRAN FR 
(a+ R}? ne R2 Ga 
on aura 
1 = , 
Se Tr sn + en 
. = 2VK 
ee ee 


Enfin le triangle COM donnera 


: sin(2p—Ù) a m 
(3) sin Ÿ un Re 


ce qui fera connaître ven fonction de UR ou vice versa. 
On donne de une autre forme à ces formules. On 


pose «'— Lang? ; la formule (2) devient alors 


de même, 
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de sorte que V donne 


1 ré (y do 
() ds PRE TU 
2 FRA amer He tang 0 À sine 0 Vi sin 0 sin ® 


Si tang0 1, tang? = sera beaucoup plus petit que sin0. La 


| 
| 


transformation de Ed permet donc de remplacer une 

intégrale elliptique par une autre de module plus petit; cette 

dernière sera plus facile à calculer par les séries. D'ailleurs, 

en appliquant plusieurs fois de suite la transformation de 
 Landen, ona 


? e Pi 
É do rt I | | dos 
— sin20 sin? () ES in20; sin2o; 
û Vi sin?0 sin?o PR ET LE VI sin?0,sin?v; 
2 


T ?2 do 


22 cos2— COS? — 0 Vi == Sin 0, sin Ya 
2 2 


AP a ln ee atein es joie dalle 4/00 Ne et 6 5 eo ele + : 


Du reste, 
; Li Li 
sin 0, — tang= 6, sin 0, — tang- 0:, LEE 
2 


de sorte que, Î, étant suffisamment petit, on pourra prendre 


Le don 
a a Up 
TA Vi— sin?0,sin?v, 
et l’on aura à peu près 
? do On 
LAN CP (] ] gate 
Vi— sin VRP RG D ie eos2 tu ons 
s 2 


mais, au lieu de faire plusieurs transformations successives, 
il vaudra souvent mieux faire usage de la formule 


Pa: do ? Mes 
= do(i— k2sin?o) ? 
see mi ne 


CDS 
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si l’on développe la quantité qui multiplie de par la formule 
du binôme, on a 


ou 
+ do k2 sin 29 
=p+—(o+— 
J, Vi—Æsin?o { ? 
+ Le RATE sin2c + v | + 


XI. — Sur la moyenne arithmético-géométrique. 


Soient m et n deux quantités Positives arbitraires; posons 


Mm+n RE 
Mi = ————— , Ti —= man, 
2 
Mi + A: 
Ma —= ? To —= Vri UTE 
2 


les quantités M, Ma, M3, ... tendent vers une certaine 
lumite; les quantités Ni, Ro, Rs, ... tendent vers la même 
limite que l’on appelle la moyenne arithmético-géomé- 
trique des nombres m et n. 


D'abord les nombres m, El 2, Sont compris entre m» et n, 
m2 et ñ2 Sont Compris entre mn, et nr, ..… Ainsi, en se rap- 
pelant que la moyenne arithmétique de deux quantités est 
plus grande que leur moyenne géométrique, on voit que m4, 
Mo, Ms, ... Sont des nombres qui vont en décroissant sans 
devenir inférieurs à n, ; ces nombres ont donc une limite Le 
Les nombres n,, n», A3, ... Ont de même une limite y. Je 
dis que n = y; en effet, on a | 


Mh Se ee 


Mp+1 —= 3 


Ap+1= WMp Nip; 
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on en conclut 


Mp+i— Apr = 3 (Vip —Vnp) 
ou 


| VMp+i— Vrp+t 
A  — 
D ms) 


ou 


Vry) Vip — VD 


2 ( VMp+1 A Vrprt ) 


VMpri— Virus à (Vmp— Vrp); 


les différences ÿm» — nr, vont donc en décroissant plus ra- 
pidement que les termes d’une progression géométrique de 
raison égale à1, donc Vip et VA ou mp Et np Ont même 
limite : ainsi  — ». 

On peut déduire la valeur de y des formules de transfor- 
mation de Landen. Nous avons trouvé 


Ÿ dy do 
je VE ET OU 1+ À NM Vi — Æsin?v 


2 WK! 


AU 


k = 


sin(2 9 — 4) 


sind F4 


Si l’on fait d — 27, la dernière formule montre que 9 — 27; 
nous aurons alors, pour © — 2T, 


2T PAR 2 2T do 
a  ; A —— — —) 
Î Vos? + (1 — k'2)sin24 ea Veoso+(i—A2)sin?® , 
2 VÆ 
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Maintenant posons 


2 
n? MEL 

Te A2 a 1— 42 —; 
m° mi 
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ces formules deviendront 


2T 


M 2 eu) m do 
Vru COs?4 + nysin2d pa Re 7 Vm? cos?o + n? sin?9 
e/0 À V mi 
2 VÆ 
DRE ar 
Or, en supposant 
" | $ 
m+n : 
UE or LUE A = mn, 


l'égalité 4 — ae est satisfaile, et l’on a 


dy e fre do 


1} D + >4 ur - 
J,_ Vmrà CoOS?b + n?sin2d , Va cos?o + n?sin?v 


On a donc, par un calcul de proche en proche, 


2T 2T É 
jf de #4 de 
D Ps———— 
; m? cos2o + n?5sin2 m?cos?0 + n?sin2o 
0 p P P 14 0 qe 


et à la limite, en remplaçant m, et n, par u, 


fe do Je do 
— — : D —  ——, 
0 v 0. 


Vm cos?® + n?sin2@ 


ou enfin 


27T 1 do 
% Vr?coso + n? sin? ® 
d’où l’on tire la valeur de la moyenne px arithmético-géomé- 
trique, exprimée au moyen d’une intégrale elliptique. 
Cette solution a été donnée par Gauss. 


de à à 2 er _ 
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CHAPITRE VI. 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


SRE Fac | 
VCs— a)(z — B)(z—7Y)Cs —d) 


I. — Étude de l’intégrale u — f NoSe 
. Ê 


Proposons-nous d'étudier les diverses valeurs que peut 
prendre l'intégrale suivante où G, «, fi, y, à sont indépen- 
dants de 3, | 


1,28 12 | um 
… de VG—a)(z—$)(z— 7) —35) 
quand on fait varier 3 en lui faisant suivre différents chemins. 

Tous les chemins qui mènent de o en z peuvent se ramener 
au chemin rectiligne qui va de o en 3 (nous supposons que 
ce chemin ne rencontre aucun des points &, f, 7, à, que l’on 
peut toujours éviter en décrivant un petit circuit autour de 
lui), précédé de un ou plusieurs lacets relatifs aux points 
critiques &, f, y; à (p. 134). 

Soit £ la valeur de l'intégrale w prise le long du contour 
rectiligne O z, le radical étant pris alors avec une valeur bien 
déterminée, une fois pour toutes, que nous désignerons par 
+ Vaÿyù, pour 3 — 0. Soient À, B, C, D les valeurs de la 
même intégrale w prise le long des lacets dont la partie recti- 
ligne va de O en #, de O en $, de O en y, de O en à. Le radical 
étant toujours pris avec la valeur initiale que nous avons 
appelée + Vapyè . 


1° Les chemins allant de Oenzet pouvant se ramener au 


chemin rectiligne ont pour valeur à; 
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2° Les chemins se ramenant à un lacet suivi du chemin 
rectiligne Oz fournissent les valeurs A — ÿ, B— t, GC — à, 
D — : de l'intégrale. En effet, l'intégrale prise le long du 
lacet relatif au point « est par hypothèse A; mais, quand 
le point 3 a décrit un lacet, le radical reprend en O une 
valeur égale à sa valeur initiale changée de signe; l'intégrale 
rectiligne à évaluer est donc 


es À G dz 
Jo V(z—a)(z BP) —y)(z 5) 


c'est-à-dire — ;, et par suite l'intégrale obtenue en suivant 
un lacet (celui qui est relatif au point &), puis le chemin 
rectiligne Oz, est À — x. CO RON 

L'intégrale prise le long d’un lacet ne dépend d’ailleurs pas 
du sens dans lequel est parcouru le lacet; en effet, l'intégrale w 
prise autour du cercle relatif au lacet est nulle, et l'intégrale A 
se réduit à 


1 G dz 0 __1S6RS 
o VEz—a)(s By) 0) L Vent cn 


On à placé le signe — devant le second radical, parce que, 3 
tournant autour du point «, le radical revient au point de 
départ sur le cercle du lacet avec sa valeur primitive changée 
de signe; on a donc toujours 


1e G dz 

A — 2 . 

Jo Vas — 653 = 7)(z 5) 

3° Si le point 3 suit successivement plusieurs lacets qui, 


parcourus isolément avec la valeur initiale + Vayù du radi- 
cal, donneraient les valeurs P, Q,R,S,..., Vaàl’intégrale, 
puis le chemin rectiligne Oz, l'intégrale u prend évidemment 
la valeur 


(1) P—Q+R—S...+V—+S 


le signe + ou le signe — étant placé devant z suivant que le 
nombre des lettres P, Q, ..., Vest pair où impair. 
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Soit 
M(A—B)+m(A— C)+m3;(A—D) 
+ MB — C) + m;(B — D)+ m(C—D)=H, 
Mi, Mo, -.., Mç désignant des entiers positifs ou négatifs 


arbitraires ; l'expression (x) est de l’une des formes 
MEET, H+A—z:, H+B—;, H+C—: H+D—:: 


nous allons montrer qu’une partie de ces formes rentrent les 
unes dans les autres. 


D'abord les quantités B — C,B — D,C — D peuvent s’écrire 
(A=G)—(A—B), (A—D)—(A—B), (A—D)—(A—C) 
et l'expression H se réduit à la forme 


M O1 + MW + M3w03 = H, 
en posant 


wi = À — B, W2 = A — C, W3 = À — D. 


Or, si l’on prend l’intécrale w le long d’un cercle de rayon 
; P $ $ y 


infini, on obtient un résultat nul; on doit obtenir le même 


résultat en parcourant successivement les lacets ; donc 


A —B+C— D —o, 


ce qui peut s’écrire 
Di 03 We —0", 


MSG D — 0), : l'expression H se réduit donc à la forme 


M1 Ci + Ia Wa. 


Or on a 
À — B = vw; ou B = A — w:, 
A — C = vu» ou CG = À — ü», 
À — D — 69 — vw; ou D = À — 62 + 1; 


donc toutes les expressions précédentes (2) sont des deux 


formes | 
MA V1 + Mo + À, 


M1 O4 + Ma 2 + À — à, 


m, et m, désignant des entiers arbitraires. 
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II. — Étude rapide de la fonction inverse. 


L’équation 


1 G dz 
ti op ——— 
Jo V(z—a)(s —B)(z = y)ta 0) 


permet à volonté de-considérer & comme fonction de Z, OU 3 


comme fonction de w. Si l’on considèré z comme fonction 
de w, je dis qu'à chaque valeur de w correspondra une et 
une seule valeur de 5; c’est ce qui résulte de la théorie des 
équations différentielles (p. 127); 3 est défini par la condi- 
tion de s’annuler pour w = o et de satisfaire à l’équation 


dz LUE CAN NT NE CE 
du = GVG— a) F7) 0) 


La fonction z ne pourrait cesser d’être monodrome qu’au- 
tour des points pour lesquels z — 4, B, y, , co. 
Supposons 3 voisin de a: si l’on pose z— a+ (C2, ona 


dt 


2 = EVE ra P)E + ape ab) 


Quand 3 = 4, onaËt — 0; or, quand w varie de manière que 
s reste dans le voisinage du point «, € reste monodrome: il 
en est donc de même de la fonction 3. Si £ est très grand, 


1 ; : ar û CARRE : 
DOPOnP ES l'équation différentielle qui définit 3 deviendra 


= — à VE DR DES D On) 


du 


Quand 3 est très grand, € est très voisin de zéro; par suite, 
‘ est fonction monodrome de u, et il en est de même de 3 
lorsque cette variable reste très grande. | 

À chaque valeur de z correspondent une infinité de valeurs 
de w, à savoir mi 64 + Mmow, uet My Oy + Mo Vo + À — y, 


Mate, 
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m\, M désignant des nombres entiers tout à fait arbitraires. 
Si l’on fait alors z — f(u), on aura 


J(Miwi+ Miws+u) = f(u), 


f(MWI+ MW + A —u) = f(u), 


4 et w, sont ce que l’on appelle les périodes de la fonc- 
tion f(u). | 

S1 l’on mène dans le plan deux systèmes de droites parallèles 
à des distances w, et w, les unes des autres, on décomposera 
le plan en parallélogrammes de côtés w, et w,; ces parallélo- 
grammes seront dits parallélogrammes des périodes. De ce 
qui précède, il résulte que : 


1° Dans chaque parallélogramme des périodes, la fonc- 
tion 3 = f(u) ne passe que deux fois par la méme valeur; 
car, en négligeant les multiples des périodes, on a, pour 
une méme valeur de z, deux, et seulement deux valeurs 
deu, à savoir u et A — u; | 
2° Que la fonction f(u)est partout monodrome et mono- 
gène; 

3° Puisque, pour chaque parallélogramme des périodes, 
elle passe deux fois par la même valeur, elle a dans chaque 
parallélogramme deux zéros, à savoir o et À; 

4° Elle a aussi dans chaque parallélogramme deux 
infinis. 


L'un d’eux est l’une des valeurs de l’intégrale 


je Gdz he 
y Vtz—a)(s—B)z -y)2 0) 
l’autre est À — a. 


d° On peut vérifier que la fonction f(u) passe par toutes 
les valeurs deux fois, dans chaque parallélogramme des 
périodes. 

En effet, si l’on considère l’équation 


J(u)— a =, 
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on obtiendra le nombre de ses racines diminué du nombre de 
ses infinis en calculant l’intégrale 


I J'(u)du 


Vo _— ) 
27 WV—1J f(u)—a 


rise le long d’un parallélogramme des ériodes; or cette 
P 5 P 5 P 


(u) 


J'(u)—a 


ment périodique, prend des valeurs égales le long des côtés 


intégrale est nulle: car » étant comme f(u) double- 


opposés d’un parallélogramme des périodes. Deux côtés 
opposés étant parcourus en sens contraire fournissent done V 
des éléments qui se détruisent : on a donc V—o; donc le 
nombre des racines de f{ u) — a — 0 est égal au nombre des 
infinis de f(u), c’est-à-dire égal à deux. C GAME D. 


Remarque. — La fonction z de u définie par l’équation 
q P q 


HU Gdx , 
o V(z—a)(x—$B)(r y) — 5) — 0) 


où € est une nouvelle constante, n’est pas monodrome, comme 
on le verra plus tard; ce fait sépare nettement les intégrales 
elliptiques des autres intégrales abéliennes, telles que w, ou 


L4 


d’une forme plus compliquée. 


III. — De la fonction sinamu ou sn. 


La fonction snu— z est définie par l'équation différen- 
tielle 


dz 
(1) Ta = VU —#)0 ES), 


avec la condition 3 — o pour #4 — 0, ou par la formule 
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Ses propriétés découlent de la théorie développée aux para- 
graphes précédents. Si l’on pose avec Jacob: 


ont = —— 


s dz 
(3) K'ÿ—1=— 
"2 Vi 32)(1— #23?) 


ou encore, en faisant dans cette dernière formule k/? — 1 — 2 
etr— 232 — k'252, 


| : dt 
(4) UE = —— 
ANATENT EeT ETES 


Les intégrales prises le long des lacets relatifs aux points 


- critiques seront données par le Tableau suivant : 


Le point + r fournira la valeur...... 2K, 
» — I Rp SE À, 2 K: 

KL , Same 

». + — RAA SANTE 2K+2K Ver 


Ho OR IVE TS 


en ce qui concerne les points critiques + 1 et — 1, cela est 


évident. Pour calculer la valeur de l'intégrale relative au 


lacet du point 7 (fig. 7), on remarquera que le contour 


} ER. ; ; I 
fermé qui se compose des lacets successifs du point x et du 
L 
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point 1 est équivalent au double lacet abc : ainsi, en n’écri- 
vant pas, pour abréger, la fonction à intégrer | | 


Î Il 
# 1 le 
21) nt = » f , 
0 0 1 


d’où 
1 
Æ pas 
2 [= ak +oK y. 
e/0 
Donc : 


1° La fonction snu est monodrome et monogène. 


2° Elle a deux périodes distinctes 4K et 2K! 00 
3° Elle a deux zéros dans chaque parallélogramme 
des périodes, à savoir o et 2K. 
. 4 Elle y a deux infinis; l’un d’eux à est donné par la 
formule eue, 


4 1e dz 
A — » 
Ver) 


0 


DM AE ° 
J_., VG—2)(— #42) 


On peut supposer que l'intégration s'effectue le long de la 
droite H'H passant en O et peu inclinée sur O x; on peut rem- 
placer cette droite par les deux lacets situés au-dessus d’elle 
et par une demi-circonférence de rayon infini ayant HH/ pour 
diamètre, qui fournit une valeur nulle de l'intégrale; on a 
donc 
24 —2K+92K'ÿ—1+2K—4K-92K'V/=%, 
d’où 
ax = 2K + K'y—:1. 
Les deux infinis sont alors 
2K- KV Tiet 2K—=(2K--K'y— Tr) KES Kerr: 
0° On a aussi par définition de K et K' 


SR sn(K+K'y—1)= +; 
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6° On a 


SNh(—u)——snu, sn(2K—u)=—snu. 


7° Si, dans la formule 


1 dz 
ue ? 
J V(i—z)(i— 4222) 


Li 
on pose 3 — ky° on trouve 


“== f dy ne ee 
| »y VO—P)G—- Ep) DL 0 


c’est-à-dire 


ÿ dy 
“az f RE eme mener | 
, VU—yt)Qi—Æ7y) 


a désignant un infini; on en déduit 


sp dy 
VPN 2h Vu—y2)G—Æ7y2) 


ou 
= SEX 
RU) EV— HAUT 
si l'on fait & — — K'/— 1, par exemple, on a 
i 
sn(K'yÿ—1i+u)— 
V1 JE cie 


il faut adopter lé signe +, parce que, pour u— K,ona 


DORA ET), 


k 
donc 
sn (+ Ky—i+u)= 
IV. — Sur les fonctions cnu et dnu. 


On pose cnu — V1 sn u; mais cette définition est insuf- 
fisante, tant que l’on ne précise pas la valeur du radical qu'il 
L. — Traité d'Analyse, IV. 13 
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faut adopter; si l’on suppose que l’on prenne cno = +1, 
cn u sera bien déterminé dans toute portion du plan ne con- 
tenant pas de point w, tel quesnu —1 ousnu = ce. Sisnw 
devient égal à 1, on peut poser # — K + w/, et l’on a 


Sn(K+ uw") = sn(2K — K — w') — sn(K — x’); 


la fonction sn(K + w') est paire et peut se développer sous 


la forme 1 + Au?+.... On a alors 
cou—=yAUT+ Bu. :— u'VA +Bu?+. 1 
BALE SOU EU, u! — O0, Cu /TEsLe monodrome par rapport 


à u/ et, par suite, par rapport à &w. 
S1snu — , on peut supposer, par exemple, u = KW"; 


- I [ 
faisant alors cn uw — 5’Snu— —> On trouve 


œ 


OP = ———— 
tone 


On voit que # est fonction monodrome de w quand æ — 0, 
donc cnu est fonction monodrome de x quand sn U — 00. 
Nous arriverons aux mêmes conclusions par une autre voie. 
Nous poserons aussi 


dnu = y1i— sn, dno = +1 


et l’on verra, comme on l’a fait pour la fonction enw, que 


A I 
dnu est monodrome, même lorsque sn uw — x; en posant 


RNA CA INTS 


/ 9 ,,1 

Dr f—— / I sn?2u — 1 

dnu=Wÿ1— #sn(K'ÿ—=1+ uw) = I — - LI VETRENS 
sn?u sn w 


dn uw est monodrome par rapport à uw! quand w/ est très petit, 
et par suite, par rapport à w. Donc, etc. C.:Q: F1 
RU la formule 


ef dz 
î VU — 232) — #22) | 


RE RS 
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où &—snu, V1—2?— cnu, V1 — #23: dnu. Soit wo la 
valeur de l’ intégrale quand 3 suit le chemin rectiligne O3; 
9 Si l’on suit le lacet + r et le chemin Panes on aura 


u—=2kK — u,; 


en u — Vi — 32 revient en 3 avec la valeur primitive changée 


de signe, dnu — /1 — k2 22 revient avec sa valeur primitive : 
donc 


sn(2K— w5) — snw, 
(1) cn(2K — wo) — — cn ws, 
| dn(2K— us) —  dnw. 


2° Si l’on suit le lacet 7° u prend la valeur 


2K + 2K'/—1— w, 


onu — \/1 — 2? ee sa valeur initiale à l’origine, mais 


dn u — (ones — 232 :? change de signe, et l’on a 


{ sn (2K aR Vi Us) — Sn Uo, 
(2) en (2K + 2K'ÿ—1— uw) = cnwo, 
| dn(2K+2K'ÿ—1— 0) = — dnw. 


3° Suivant deux lacets — 1 et +1, puis le chemin recti- 
ligne, w prend la valeur 4K + w, cnu et dnw reviennent en 
dernier lieu à l’origine avec leurs signes primitifs, et l’on a 


sn (4K + w5) = snwo, 
(3) { Cn(4K + w) = cnws, 
dn(4K + wo) = dns. 


4° Suivant deux lacets — et e et le chemin rectiligne, 


on est conduit aux formules 


sn(4K+4K' y + Ug)= Sn wo, 
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ou, en vertu des formules précédentes, 


sn (4K'ÿ— 1 + uo) = Sn 
(4) { cn(4K'ÿ—1—+ wo) = cnw, 
| dn(4K'ÿ—1+ wo) = dnw. 


\ 


. [. . | ET à 
5° En suivant les lacets 1 et - et le chemin rectiligne, on 


k 
trouve 
sn (2K'V—1+ uw) = sn Uo; 
(2) en (2K'y—1+ Up) — — Cn wo, 


| an(2K'y—1+ Uo) — — dn wo. 
D'’alleurs on a 


sn(—u)=—snu, cn(— u}= cnu, dn(— 1) — dn u ; 


car, quand z se change en — z, u se change en —w,etc., 
on conclut de (3) que 4K est une période des trois fonctions ; 
mais, en changeant dans la formule (1) w, en — uw, et en 
observant que dnu, — dn(— uw), on a 


dn(2K + u)= dnws; 


ainsi 2kK est une période plus simple de dnu. 


En vertu de (4), 4K!/V— 1 est une période des trois fonc- 


tions, mais 2K/4/— 1 est déjà-une période de snw, et, si l'on 
change , en — uw, dans (3), on voit que 2K + 2K//—1 est 
une période de cn. 

6° En résumé, 4K et 4K'4— 1 sont des périodes communes 
aux trois fonctions; mais elles ont individuellement des 


périodes plus simples : 
sn w a pour périodes 4K et 2K'ÿ—1, 
cn w » 4K et 2K+92K'y—:1, 
dn u » 2K et 4KY—1. 


7° Les infinis de snw, cnu, dnu sont évidemment les 


mêmes, à savoir K'/ÿ— 1 et 2K + K'Y— 1. 
8° Les équations enu—a, dnu—a ont évidemment 
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autant de solutions dans chaque parallélogramme des pé- 
riodes qu’elles possèdent d’infinis, c’est-à-dire deux; la dé- 
monstration de ce fait est identique à celle que l’on a faite à 
propos de l'équation snu— a; cnu et dnu en particulier 
_ont deux zéros dans leurs parallélogrammes respectifs. cnu 
est nul quand snu— 1, donc les zéros de enw sont K et, en 
vertu de (2), K + 2K//— 1 ou, en retranchant une période, 
— K. Pour trouver les zéros de dnx, on observe que 


sa(K—Ky—1)= 7; 
donc | 
dn(K—K'/—1)=0o ou  dn(K+K'y—1)=0 
et 


dn(—K+K'ÿ—1)—0 ou dn —(K+K'y—1)= 0. 


Le Tableau suivant résume les principales propriétés des 
trois fonctions : 


sn 4. cn u. dn u. 


Périodes . | 4K, 2K'ÿ—1 |4K,2K+2K'ÿ—1| 2K, 4K'ÿ—1 
ACTOR: 0, 2K K, —K (E(K+KY—:) 
Ha RE K'V/—1, Id. Id. 


K'y—:1 


V. — Dérivées de snu, cnu, dnu. 


De l’équation 


, 3 dx 
U — 
11 VG— x2)(1 — Az?) 


D at RLETT FERRARI A TEST) 
nn = VU — az?) — Ka?) 


on tire 
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ou 
(1) sn'u = Cnudnu. 
On a ensuite, en différentiant 

enu = ÿi—sn?u, 


snusn'u sn 4 


CU > = — — nu Ant 
Vi—sn?u cn w 
ou, finalement, 
(2) en'u = —snudnu; 


de même, en différentiant 


dou Vi—Æsn?u, 


on a 
Æ2snusn'u sn & 
dn'u — — ——— = — 2 cnu dnu 
Vi—/Æ2sn?u dn w 
ou 
(3) dn'u——/Æ?snucnu. 


Si l’on avait quelques doutes sur les signes des seconds 
membres des formules (1), (2), (3), on observerait que ces 
formules, ayant lieu pour de petites valeurs de u, sont géné- 
rales. à 

S1 l’on pose snu — p, cnu — q, dnu — 7°, on voit que les 
formules (1), (2), (3), donnent À 


dp 

PT NN A. 
dq 

D ER 
dr 

NT A 0e 


On a donc une solution des équations différentielles 
précédentes en prenant p—sn(u+c), q — en(u+c), 
g—=dn(u C);c et k désignent alors des constantes. Cette 
remarque sera utilisée plus tard. 


tb on ne ed 
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VI. — Résidus des fonctions elliptiques. 


Le résidu de snx pour x — K!//— 1, par exemple, est la 


- limite de 


(x K'y/i)anz 
pour æ — K/— 1, ou de | 
€ en CRM RCE e) 


L — ne ? dl A 
pour s— 0, ou, en vertu d’une formule du paragraphe pré- 


cédent, de 


ou de 


kcne dne” 
I 
Pa 
Les autres résidus se calculent d'une manière analogue 
quand on connaît cn(K'/— 1 + Je dn CRE 1 + e); nous 
apprendrons à les calculer plus loin. 


c’est-à-dire 


L 3 


VII. — Remarque importante. 


Les zéros et les infinis de snx, cnæx, dnx sont simples; 


en effet, on a trouvé 
sn'/æ = cnx dnx. 


Si l’on fait x — o ou x = 2K, on voit que sn'x reste fini; 
donc les zéros de snx sont simples; on verrait de même que 
ceux de cnx et dnx sont simples aussi. 

Cette même formule montre que, si snx est infini, d’abord 
Cod — Vi— sn? étui = = £?sn?x sont infinis de 
même ordre; donc sn’æ et sn?x sont infinis de même ordre. 
Supposons donc que snæ ait un infini d'ordre «, sn/x aura 
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cet infini à l’ordre & + 1 et sn°x de l’ordre 24; on doit donc 
avoir 
L+I—924 ou CE 


ainsi snx ne peut avoir que des infinis simples; il en est évi- 
demment de même des deux autres fonctions cnx et dnx. 


VIII. — Discussion rapide des fonctions elliptiques. 


Il est naturel de chercher à discuter la fonction snw au 
moyen de la formule 


ue F dx 
1 VO) _— ka?) 


qui sert à la définir quand on y suppose Æ réel et moindre 


que 1. On voit que w et x sont de mêmes signes, qu'ils 
varient dans le même sens, Jusqu'à ce que æ — +1:à partir 
de là, w cesse d’être réel quand x croît; æ, c’est-à-dire sn w. 
varie donc entre les limites — r et + 1 quand w varie de 


TX 


PA QT dx à f dx ; 
1 VO—at)(— Rx) % VU—-æ)(i—Æx) 


ces quantités seront désignées par —K et + K; il semble 
que w ne puisse pas prendre d’autres valeurs, mais c’est là 


une erreur analogue à celle dans laquelle on tomberait si l’on 


partait de la formule 


1 

: dx 
arcsinæ — —— 
Vi — p? 


#0 
pour définir le sinus, et ici il semblerait également que l'arc 
à A 2, AT T . . . 
sinus dût varier entre — EU —, mais l'arc sinus franchit 

É 2 


en réalité ces limites, parce que l’on admet que la dérivée 


A IT 
peut être + Ver et que le passage de x par un, annulant 


L. 


Le. 
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le radical, lui permet de changer de signe. Si donc on veut 
retrouver la continuité dans l'arc sinus, il faut nécessaire- 
ment prendre le radical avec le double signe. Nous ferons de 
même dans la discussion de l'amplitude w, et nous admettrons 


alors que w continue de s’accroître, quand æ décroît, le ra- 


dical changeant de signe; alors x ou snw va successivement 
repasser par la série de valeurs par lesquelles 1l était passé 
et l’on aura sn(K+u)—sn(K —xw);ona donc, en obser- 
vant que snu —sn(—u), 


sn(K+u)=—sn(u—K)=sn(u—3K) 
et, en faisant K + w — +, 
snp — sn(p —4K); 


et, par suite aussi, sn —sn(p + 4K)—sn(e + 4mkK), 
en désignant par » un entier quelconque; 4K est donc une 
période de snæ comme 27 est une période de sinx. La fig. 8 


ci-contre représente assez bien la marche de la courbe y —snx 
pour Æ<1; on y a joint les courbes y —cnx, y — dn x. 
Lamé appelait snx un pseudo-sinus, cnx un pseudo-cosinus 
et dnæ un pseudo-rayon; enæ a pour période 4K, mais dnæ 
a pour période 2K.. La courbe y — cnx ne diffère de y —snx 
que par sa position, et l’on a enx — sn(K — x). 


( 


(8) 
| 
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IX. — Équation d'Euler. 


L’équation suivante 


dx L' 


) = Ù 
VAEBzx+ Ca Das ba VA + By +<Cy2+ Dy3+Eyt 


dans laquelle À, B, C, D, E désignent des constantes, s'intègre 
bien facilement au moyen des quadratures, et, pour obtenir 
cette intégrale, il suffit évidemment d'écrire le signe f/en avant 
de chacun des deux membres. Mais il est bien remarquable 
que l'intégrale générale de cette équation, qui se présente 
naturellement sous une forme transcendante, peut se mettre 
sous la forme algébrique 


( VA+Br+Cam—+ D 3 + Ext + VA+By+ Cy?+ Dy3+ Eyt 
=(S—y)VE(+YP ED EYEK, 


K désignant une constante arbitraire. Euler, à qui l’on doit 
cette découverte, est parvenu à ce résultat, dit-il, « quasi 
divinando » ; et, malgré les progrès de la Science, on n’a 
d’autres méthodes naturelles pour y parvenir que celles qui 
sont précisément basées sur la théorie des fonctions ellip- 
tiques, que le résultat trouvé par Euler à pour ainsi dire fait 
naître. | 

Richelot et Cauchy ont essayé de donner des démonstra- 
tions directes de la formule (B), mais il est plus simple et plus 
naturel encore de la vérifier par la différentiation après l’avoir 
résolue par rapport à K. 

Lagrange à intégré l'équation d’Euler d'une facon assez 
élégante, comme on va le voir, en la ramenant d’abord, au 
moyen d’un changement de variable, à la forme 


dr dy 


4 (1) 


Vue (ke) Vi GE) 


puis, en posant 


æ = Sin, ÿ =sin, 
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à la forme 
do dy 


(x bis RE qu Ÿ 
Vi—Æsinoe  Vi—Æk?sin?d 


En égalant ces rapports à d£, on a 


d PRES D Le 
A ES _ 


7 — ÿi1— Æsin?Ÿ; 


si l’on différentie ces deux équations par rapport à £, on 
trouve 


d’v k2sinv cos® do d24 Æ2sinbcost dy 
dB Vire dd Vis à 


_ ou, en vertu de (2), 


do Le dy 
Poe —#snpo0se, _ 


Posons : 
20=p+9, -2V=p—9; 
nous aurons 


dp dpi. Me à dp (LC PR 34 Ho Le 
PT Th Get de Nm 
d’où l’on tire 

2 2 
(3) _ — — k?sinp cosg, ei — — k?sing cosp. 


Les formules (2) donnent encore 


(4) (&) = k2(sin?4 — sin?o) 


ou 
d d 
pee ARS 1 = Æ(cos28 — cos2%) 
ou 
dp dq 


dé Pda : k2[cos(p + g)—cos(p —gq)] 
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ou enfin 


De cette formule et de (3) on tire 


é == ICOL 
ou 
d p 
‘dp == cotg dgq, 


en intégrant, il vient 


log — logsing + logb, 


ou 


ve = cot 
dp dq si 
mg _ 
1 — cotp dp; 


log — logsinp + loga, 


q : 


a et b désignant des constantes ; on en déduit 


a sinp dp = b sing dq 


ou, en intégrant et en appelant c une constante, 


(5) a Cosp = b cosg + c. 


Les équations (4) donnent, en remplaçant p et q par leurs 


valeurs, 
d(g+v) ,  d(o—) 
= bsin(e 4, ED Lo site) 
ou 
(6) Vi— Æsinte + V1 Æsin2Ÿ = b sin(o — 4), 


67) Vi—Æsino — V1 Æsin2$ — a sin(o + b). 


D'ailleurs, entre les constantes a et b, on a la relation 


ab — — 2, 
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ainsi qu’on s’en assure en multipliant (6) et (7) membre à 
membre. La formule (5) peut s’écrire 


(8) acos(o + d)= bcos(p—%)+ ec. 


Désignons par y la valeur que prend © pourd— o: Îles for- 
mules (6), (7), (8) donneront 


Vi— Æsin?u+1=bsint, 
(9) Vi—Æk?sin?u—1=asinp., 


a cosu — b cosu = c. 


Remplaçons dans (8) a, db, c par leurs valeurs tirées de (9), 
nous aurons 


Vi—Æ?sin?u +1 


Vi Æsin?u —1 
2 ———— cos(p + Ÿ)— - cos(p —1 
SIN {+ nt, sin {4 VER 
Vi—Æ?sin?u —1 Vi— Æ2sinu+i1 
= ——— —— cos — - cost 
sin f. sin (L 

ou bien 
(10) cos® cosŸ — sinv sinŸ Vi— kÆtsin?pu = cosy, 


équation célèbre et que l’on interprète facilement en obser- 
vant que, si l’on pose 


cosM = — ÿ1i—Æ?sin?p, 


o, Ÿ, pe seront les côtés opposés d’un triangle sphérique dont 
l'angle opposé à p sera M. 


11 ! . 
Si l’on change Ÿ en — Ÿ, on voit que 
cos® cosŸ + sinv sin Ÿ Vi— Æ sin?p = cosu 
sera une intégrale de 


do dy 


a — 
Vi— Æsin?o V1 — Æ2sin?4 


206 CHAPITRE VII. 


X. — Addition des fonctions elliptiques. Méthode de Lagrange. 
Je suppose que l’on soit parvenu à intégrer sous forme 
algébrique l'équation 


dx dy 
que 
VU—e)( Ra) VO -ÆER) 


(1) 


si l’on pose x — sn uw, y — snv, une intégrale de cette équa- 


tion sera 


if. “e Le — Const 
o VO—a)G Eat) Ji er) 


ou 


u + ÿ = const. ; 
soit 
o(X, y) = const. 
L'intégrale algébrique de (1), w+vet (x, y) étant con- 
stants en même temps, on aura 


u+v=ETo(x, y)] 
ou 0 
u—+v—=F[y(snu, sne)|, 
et la fonction F sera facile à déterminer en faisant 0 — 0, par 
exemple; on pourra donc calculer # + + en fonction de snw 
et sns, et l’on obtiendra diverses formules suivant la nature 
de la fonction © que l’on aura trouvée: toutes ces formules 
devront évidemment rentrer les unes dans les autres. 
En posant & — sino, y — sind, la formule (1) devient 


ae ss dy £ 
Vi— sing Vi— Æ?sin?v 


etLagrange a trouvé, pour intégrale de cette équation (p.205), 


cos® cosŸ + sino sinÿ 1 — Æ?sin2y —='C0sL, 


Ca 
+ 
"= 
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u désignant la constante d'intégration; cette intégrale, en 
reprenant + et y pour variables, devient 


cnuCny — snusn# dnu = cn, 


44 est la fonction de &w + 6 qu’il faut déterminer; or, en fai- 


sant {4 —0,ona 
cnp — cn}, 


donc u—= u+v,et l’on a 
(2) _ Cnucnp +snusnp dn(u+v)=cn(u ++). 
S1 à cette formule on adjoint les suivantes 


CnÇQu + v)=Yy1—sn?(u ++), 


dn(u +v)— VUS ksn?(u—+v), 
on obtient des formules qui donnent 


sn(u+v), dn(u+v), cn(u+p), 


qui sont 
snucne dnp+ snp cnudnu 
SHC D\= ) 
[ — £2sn2usn?v 
, cnucnp — dnu dnpsnusnp® 
(3) —————, 
1— £2sn2u sn?6 
dnu dne — £2snusnvcnucnpv 
dn(u+v)=— » 


1— Æ2snu?sn?v 


et que nous retrouverons dans le paragraphe suivant. 

Ces calculs sont compliqués et laissent subsister quelques 
incertitudes sur les signes que l’on doit adopter. Abel se 
borne à vérifier les formules précédentes dans son exposition 
de la Théorie des fonctions elliptiques. Voici comment : 
appelons f le second membre de l’une quelconque de ces 
formules ; il vérifie que l’on a 


Ceres 
SIMON TONER 
ce qui peut s’écrire 
| OU UE bp) 


o(u,v) 
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Il en conclut que les seconds membres de ces formules sont 
fonctions de uw ++; puis, faisant dans le second membre de 
la première, par exemple, » — 0, il trouve qu'il se réduit 
à snu; 1l en conclut que ce second membre est égal 
sn(w—+v). 

Despeyrous arrive assez rapidement aux formules (3) en 


[aLp 


remarquant que, en multipliant l'équation (1) par 


VO — a) 222) VO )G EP) 
1 —" 2 27272 3 


son premier membre devient une différentielle exacte; alors 
l'intégrale de cette équation se présente sous la forme 


æ V(i — Y?)(— 422) + y Va— x?) — 272) 
1 — £2x2y2 


SGOSEE 


ce qui fournit immédiatement la première formule (1), mais 
ces procédés sont tous longs ou détournés. Nous établirons 
ces formules d’addition par la méthode de Clebsch qui, à 
cause de sa grande généralité, nous sera utile dans d’autres 
circonstances. 


XI. — Méthode de Clebsch. 


La méthode de Clebsch repose sur le théorème d’Abel 
(DTA) coupons la courbe 


(1) J=G—2)(i— a) 
par la parabole 


(2) Y=I1+$T+ ax; 


si l’on appelle (x,, 1), (æ», Va) (Ls, Va), (Æ5 V1) les coor- 
données des points d’intersection, en vertu du théorème 
d’Abel, on doit avoir | 


dx; dTa des. «dr 


Wei 4 4 1€) Vu 
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car 101 2y est la dérivée relative à y du premier membre de (1) 
Or l’un des points d’intersection des courbes (1), (2) a pour 
coordonnées o et 1. La formule (3) se réduit alors, en sup- 


PAR L, T, — 0, à 


(4) 
ou à 


ar. 


de des 


AE = _— 
VO=ai)G—Æz) Vai—xiG— 4x) Va—zpu— Mai) 


Posant alors x; —sna, x» — snb, x; —sn c, cette formule 


donne 


(5) 


da + db + de = 0: 


OT 1, Lo, L3, À; salisfont à l’équauon 


ou 


(i—2?)(1— A2?) = (1 + fr +ax?} 


DURE — 2) — 24822 —(1+ A+ aa + B)r — 28 — 0. 


On en tire 


(6) 


On a aussi 


ou 


2% 
Ti+ L+l3—= > À. 
£—— j* 
T1 Lo TX ae 
12243 — : ? 
42 x? 
Ploirdo tr La 
| AVAL 


Ji=1+fri+ari, 
Ya =1+fro+ ax 


Vie — ViV2 = De — Vi + AT Ta( di — 2) 


ou, en vertu de la dernière formule (6), 


c’est-à-dire 


2 2 
ra x = l5 


T3 = ———— ;) 
L2Yi— V2: 


sn?a — sn?b 
sno cena dna — sna cnb dnb? 


snc — 


L. — Traité d'Analyse, IV. 


— (0. 
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mais, en vertu de (5), 
de = — da — db, 


ou, en appelant G une constante, 


c=G—a—b; 
on a donc 
sn? 4 — sn?b 
sn(G—a—0)—= à 
( ) sn d cn a dn a — sn a en b dnb 
Pour déterminer G, 1l suffit de faire — a = b; on a alors 


snG = 0, et l’on peut prendre G — o : on trouve ainsi 


sn? a — sn2?b 
sn a cnb dnb — snbcnadna 


sn(a + b)— 


Multiphiant haut et bas dans le second membre par 
snacnb dnb+snbcnadna, 
le dénominateur devient 


sn? «a cn? b dn?2b — sn2b cn?a dn?a 
Ou 


sn? a(1 — sn?26)(1 — Æ2 sn? b)— sn? b(1 — sn?@)(1 NE 2 sn?a) 
ou 
(sn?a — sn?0 )(1 — Æ2 sn2a sn? ); 


et l’on a, toutes réductions faites, 


: b snacnbdnb+snbcnadna 
NE En ON er 1 — £2 sn?a sn? b ; 


Telle est la démonstration la plus directe que l’on connaisse 
de la formule d’addition des fonctions elliptiques. 

Cette formule, en posant sna—5s, ena=c, dna=d, 
shb—=s,cnb="cdnf — d'peut s'écrme 


sc'd'+ s'cd. 


sn(a + b) — TA 


on en tire 


(i— A2s252) — (sc'd'+s'cd} 


1— sn?(a -+ db) — 
( ) (1— Æ2s252}2 


THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. D'AI 
ou 
n(a+ b) 
De DAS 2 KMS S"2 — S2(r — S2)(r —H252) — s'2(1— 52 \(1 — K282) — 2ss'cc'dd" 
E (1— A2s2s"2)? 


Ci s2)(1 — 52) + s252(1 — K2s2)(1 — 4252) — oss'cc'dd' 
(1— Æ2s?s2)2 


ou, Ce qui revient au même, 


cenacnb— dnadnbsnasnb 
1— £2 sn?a sn?b À 


Æ cn(a + b)— 


on prendra le signe + devant le premier membre, afin que 
la formule ait lieu pour b — 0. 
On calcule de même dn(a+ b) et l’on arrive ainsi aux 


formules 
sna cnbdnb—+snbcnadna 
ba ON = ) 
1— Æ2 sn?a sn2b 
cenacnb = dnadnbsnasnb 
Put b)= in ) 


1— £2sn?a sn?b 


D? dna dnb = Æ?snasnbcnacnb 
D ou tsmasres 
1— A2sn?asn 


XII. — Nouvelle méthode. — Théorème de Poncelet. 


Soient O et O les centres des deux cercles (fig. 9), soient 


PP’ et QQ' deux tangentes infiniment voisines au cercle O': 
soient R et r les rayons des deux cercles O et O'; soient enfin 
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ce | 
= — oo — 2%, O0'— a. Les triangles MPQ et MP'Q’ 
Hu 
PORLENE 
PQ — MP 
ou 
do VO'P"— 2 /R+a+2Racos2 =, 
due, or 2 SAV R+a?+2Racos2p —r2° 


si l’on fait alors 


4Ra à 
() Ra ITU 


on aura 


do dy 


fe Vi sine Vi sing 


Il résulte de là que, si sur la figure on trouve une relation 
finie entre les angles et Ÿ, ce sera l'intégrale de (2), et l'on 
aura ainsi un nouveau procédé pour intégrer la formule (2). 
Or on a, en projetant le contour O'O PM sur O'M, 


a cos(o+ÿ)+R cos(Ÿ —#)=r 


ou 


(a+ R)coso cost +(R—a)sine sind =r 
ou encore 


1 
R+a 


as R—a\ . LE 
(5) cosw COsŸ + Dore, Sin sinŸ — 


De la formule (2) on tire 


ee Î Vi sine TR SU cn 


u désignant la valeur de © pour 4 — 0; on conclut de là que, 
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si l’on fait Ÿ — o dans (3), 


r 


SOUS Ro 
a RL (R+a)}—7r? 
PRÉ VARTCREGR 
4Ra (Ra) — 7° 


D CL 2 — 
MR SR on RE a) 


ne ARE ee) 
DR OREGON REZ) 


et la formule (3) s'écrit 


cos® cos Ÿ + Vi — Æ2sintu sine sind = cosy, 


résultat déjà obtenu (p. 205). Jacobi, à qui l'on doit la mé- 
thode précédente, en a déduit la démonstration d’un théorème 
curieux de Poncelet. La formule (4) peut s’écrire 


À 
Re do TRE 7 À do 

| ——— — - , 

2 sin? 2 sin:  J2 sin? 

A Vi—Æsin?o à Vi— k2sin?v : Vi— sin? 


en changeant en v, et Y en v,, ou encore en posant, pour 


abréger, 


Pa Pi be 
PMU | Jk as | dm = f d5. 
V1 — Kk2 SIN * ® 0 0 | 0 


Supposons que par le point P' on mène une tangente P'P’ 
au cercle r:. soit P’ le point où elle rencontre le cercle ER: par 
; | | 


.le point P”, menons encore une tangente P’P# au cercle r, 


1 14 


et ainsi de suite; soit Ep mr fs pus Au 


rons les formules 


Ps ?2 te 
: je ds — 1 ds — Ik ds, 
(5) 0 0 /0 
On Qn—1 be 
[ do — [ do = Î ds 
/0 


0 0 
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el, en ajoutant, 


Pn Pi LL 
(6) J du — f dm = (n—1) f di 
0, © 0 


0 


On 
JE ds = const. 


@1 


ou encore 


Supposons que le polygone P PP”... se ferme : alors on aura, 
par exemple, 20, — 20, +2pr, p désignant un nombre 
entier ou Pn—=%+pr; la formule précédente donnera 


alors 
PitpT pr 
Br dw = const. = jt d5w. 
0 


Pi 


s à Pi+pT 
La valeur de l'intégralé f ds ne dépend pas de O1; 
Pi 
la condition pour que le polygone se ferme ne dépend donc 


pas de +,. Donc, si ce polygone se ferme pour une position 
parüculière du point P, il se fermera quel que soit ce point. 
C'est en cela que consiste le théorème de Poncelet. Il peut 
s’'énoncer comme il suit : 


Stun polygone de n côtés peut étre à la fois inscrit et 
ctrconscrit à deux cercles, ilexistera une infinité de poly- 
gones jouissant de la même propriété. 


Ce théorème est évidemment projectif, et il subsiste, par* 


conséquent, quand aux deux cercles on substitue deux coniques 
quelconques. 

Le théorème de Poncelet est lui-même un cas particulier 
d’un autre théorème beaucoup plus général également trouvé 
par Poncelet, et que l’on peut énoncer ainsi : 


St les divers côtés d’un polygone touchent une co- 
nique et que tous ses sommets moins un décrivent une 
autre conique, le sommet libre décrit une conique (voir 


Chap. VIE, $ 6). 


(®14 
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dx 
VA +Ba?+ Cxt 


XII. — Intégration de l'équation dy — 


En cherchant les équations différentielles auxquelles satis- 
‘font snx, cnx, dnx, ..., on trouve que 


RO SD, .:.; Ne Var) — 272), 


rm dy = : ; HARAS 

(2) Dern, NÉE TVETEE 2) 
TOR GE Te ver NE 

(3) a de, E=—rt/0-r EE —); 


Y = tn ?, “eo pe li Va+y2)G+ 42y?), 


er Nes Va at AR Vo 
(5) DR” STARS AVAC (à a) 


à 


| 7 Ee 
=. = e4/o-0f+ pr) 


ss 


pl En | 3 ——, —= RS ere 2 , 

69 00e _R VOIE) 
I d Ve 2 

(8) a D re/Genfrn) 


à. LA , ri ? ° qi , A : 
Ceci posé, s’il s'agit d'intégrer l'équation 


on la ramènera à l’un des types précédents et l’on en aura 
. , . . ri w e <a s [ 
immédiatement l'intégrale; ainsi, par exemple, si À, A’, 
B, B'> o, on écrira 
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on aura alors 


dz MT 2 B'A 
— — A' + 32 + —— 32). 
Ge jo VER )(: B 2) 


ES B'A ? 
Supposons, pour fixer les idées, Ba <1; on le posera égal 


à Æ?, et l’on aura 


= UT +21)(1+ 4222); 


———— 


dz 
d(x VBA) 


par suite, en négligeant une constante, 


nr VBA), ne in (œ VBA). 


Les quelques difficultés qui pourraient subsister disparaîtront 
quand on aura lu le $ 26 du Chapitre suivant. Dans ce para- 
graphe, on verra comment on peut mettre sous la forme «a + bi 
les fonctions elliptiques dont la variable est imaginaire. 
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THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 
ET DES FONCTIONS AUXILIAIRES. 


I. — Introduction. 


L'étude des intégrales elliptiques nous a révélé l'existence 
des fonctions monodromes, monogènes et doublement pério- 
diques. Lorsqu'une fonction possède deux périodes et qu’elle 
est monodrome et monogène, elle jouit par cela même d’une 
foule de propriétés curieuses qui en facilitent considérable- 
ment l'étude ; ce caractère de double périodicité fait que la 
fonction en quelque sorte est condensée dans l'un des paral- 
lélogrammes des périodes, et il suffit de l’étudier dans cette 
portion finie du plan. Nous allons donc nous proposer de 
résoudre cette question très générale : 


Quelles sont les fonctions doublement périodiques mono- 
dromes et monogènes, et quelles sont les propriétés géné- 
rales communes à toutes ces fonclions. 


En nous plaçant à ce point de vue très élevé, nous rencon- 
trerons les fonctions elliptiques et nous verrons leurs pro- 
priétés se dérouler avec une netteté merveilleuse. Nous sup- 
poserons une fois pour toutes que les fonctions dont nous 
aurons à nous occuper n’ont pas de points essentiels à distance 
finie. | 


Il. — Premier théorème d'Arithmétique. 


Etant donnés deux nombres quelconques a, et &:, on 
peut toujours trouver des entiers m; et mo, tels que 


M; di + Moda CR €s 
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e désignant un nombre donné aussi petit que l’on veut, 
mais fixe. 


En effet, divisons &, par &>, soient 1 le quotient et a; le 
: L \ 2 
reste, moindre en valeur absolue ou tout au plus égal à ee 
divisons &, par &, soient 2 le quotient et a, le reste, moindre 
, A Œ3 
en valeur absolue ou tout au plus égal à > Cic.; on aura 


di — 12 + A3, 


As — H2d3 + dy, 


An-1 = Un-1 An + An+1; 
d’où l’on tire, en éliminant &;, a;, ..., ay, 
Mi di + Mo 2 = An+1), 


à Qi Le (22) (22) 
mi et Mo désignant deux entiers ; OT A3 < ni dr af PAUL 


2 


do ; 
TEA 7 HE RS . ln: sr Di ? dn+1 peut donc 


Â 


être supposé aussi petit que l’on veut, ce qui démontre le 
PI q ) 


[42 
donc &3 < eo d, 


théorème énoncé. 
Dans les Traités d'Algèbre on démontre aussi ce théorème 
au moyen de la théorie des fractions continues. 


III. — Second théorème d'Arithmétique. 


St l’on considère les quantités 


[Anti MM + A Mo +... + An Mn) 
( ) | On+1 —— b; mi + Da IRD EPS bre 
I 


| ln hnu+ lomo+...+ lnMn; 


au nombre de n'—1;@i,.@2, ..., Gy, NORRIS 
gnantn(n —1)quantités quelconques, on pourra toujours 
choisir les entiers m3, m2, ..., mn, de telle sorte que l’on 
ait à la fois en valeur absolue 


Œn+1) On+1; ….., lei RSS 


ni. | 
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Pour le démontrer, nous observerons que le théorème 
énoncé vient d’être établi en supposant les quantités Ayy1; 
byy1, --. réduites à une seule. Supposons donc le théorème 
démontré pour toutes les valeurs de » inférieures à un entier 
donné que nous appellerons », et cherchons à l’établir pour 
le nombre 7 lui-même. Comme il a lieu pour » = 7, il sera 
démontré d’une facon générale. 

L'une des quantités / au moins devant être différente de 
zéro pour que le théorème ait lieu, supposons /,20 : nous 
tirerons du système (1), en éliminant »», 


An I 
Œn+1 — lai = + [(@: ln — li An)M Étaens TT (An-1 ln — ln-1 An) Mn—1l; 
PRES PS 


b, 
Dn+1— ln+1 T- — _ [( biln — ln bn)mMmi +. . (On ln — ln-1 bn) M1] 
f n 


D nn ed 6 = à oo NLs lot n els ele ute ele eh se ae © ee ee ee ee eo 0 ee ere » ee vie 


D’après notre hypothèse, on pourra toujours choisir les r — 1 
nombres entiers 74, Mo, ..., Mn_1, de manière à satisfaire 
aux 72 — 2 conditions 


&n ! 0 N 
(2) An+1 — ln+1 it 0 Ont1— ln+1 re ED 
n ñ 


à désignant un nombre aussi petit que l’on voudra; d’un 
autre côté, on pourra, quand cela sera fait, déterminer my 
de manière que l’on ait (en valeur absolue toujours) 

la ln-1 


ln+1 li | 
OUR EURE ST 
la ln ln 


f 


il suffit pour cela de prendre pour l’entier qui se rap- 


proche le plus de 
L l'E LE 
PE A (z 110 it Mo +, . + ET mn) F 
ee 
mais alors les formules (2) donneront 


0 ù 


An+1— à dn; On+1— es CAPE EP 
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6,0", ... désignant des nombres compris entre — 1 et +1; 
on en déduira 


Ni ’ 
SD Ter pre Ent <È+0 


Mais, à étant aussi petit que l’on veut, on voit que l’on pourra 
toujours faire en sorte que l’on ait, sinon 


Œn US 
An+1 << —) nr << — eh 
3) 2 
au moIns 
(247 On 
An+r1—= —) A me CAC 


ou, ce qui suffirait pour notre objet, 
2 2 
An+1 < 3 dn; On < 3 On; .….) 


si l’on voulait ne pas accorder cette dernière conséquence. 
Ceci posé, on pourra toujours déterminer les nombres 
CHUErS 072 4m el m,.,, de telle sorte que, si l’on fait 


! , 
An+2 = Ma A + M3 A3 +... + My An + Mit et 


lara= mi LE Ms ls +...+ milr + Mina den 


: 3 2 = 
On tait :Gn,2 <0 5 Ant Ori 3 Anges ie; cela fait, on 


pourra, en posant 


" 1 
ln+3 — Na 3 +, . + M y+9 An+9, 


1 
Les — 73 la Test Mhz Le. 


» 


faire en sorte que 443 < 3 


65 À L L2 
Zn+9) Dhs = 3 On, …) et ainsi 


de suite. Or les nombres Any1s Any2, Anys, «+. décroissent 
plus rapidement que les termes de la progression dont la 


. s"_L20: , 
raison serait ;; 1ls tendent donc vers zéro, et l’on peut poser 


pour z suffisamment grand 


di, b;, ….. l; fax £e 


DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 221 


Or a+, est une fonction linéaire à coefficients entiers de «,, 
&>, -.., an; de même 4@»,42 est une fonction linéaire à coef- 
ficients entiers de @>, @3, .:.., @ny1, C'est-à-dire de a, 
A», +. An, et ainsi de suite; on peut donc poser 


dj — M, a; + M Do EN ere Mhan, 
b; —= M; D, 5e M Do ot M, 07 


l; == Ml + M D has Mal 


M,, M, ..., M, désignant des entiers et a;, bi, ... des 
quantités moindres que #, ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Mais, avant de tirer des conséquences de notre théorème, 
faisons observer qu'il pourra arriver que l’on ait à la fois 
plusieurs relations, telles que 


M1 di + Made +.,. + MnAn —<O; 


| (3) Mi 01 + Mode +...+ NE AE A 


ilest facile de prouver alors que &,, &2, ... Qn, s'expriment 
en fonctions linéaires à coefficients entiers de 7 —1 autres 
variables; pour faire cette démonstration, on pourra sup- 
poser les a réels ou imaginaires de la forme & + Are 

Soient en effet m!, le plus grand commun diviseur de m, 
et de m2 et pu, les quouents de 7, et m3; par m, : On pourra 
remplacer la première formule (3) par 


(Wii + oo) Mo +... + Mann = 0 


ou bien, en posant 


(4) Li Gi + Ua 2 = 
par 
(5) M, dy + M3 +... MnAn = 0. 


D'ailleurs, m, et 2 étant premiers entre eux, on pourra tou- 
jours trouver deux nombres entiers y, et y2, tels que 


Bu Va — Ville = I; 


VU 


222 CHAPITRE VIII. 


el, en posant 
V1 di + Va do — (ra 


les valeurs de à, et «> tirées de cette équation et de (4) 
seront des fonctions linéaires à coefficients entiers de 34 
et &,; mais, par un procédé analogue, la formule (>) se 
ramènera à la forme 


mn; da + My A +... .—+ Mnln = O0. 


D'ailleurs &, et a; seront fonctions linéaires et à coefficients 
entiers de a’, et d’une autre quantité &, ; or a; et &> étaient 
fonctions de a’ et de &,; linéaires et à coefficients entiers, 
donc &,, a; et as sont fonctions de même nature de be 
et a. En continuant ainsi, on arrive à la formule 


a 
My An —= 0, 


EL 1, 2, A3, ..., a, s'expriment en fonctions linéaires et à 
coefficients entiers de a, a, ... dy, et de @,. Or, a! étant 
nul, il en résulte QUE 1, A», ..., a, sont des fonctions 
linéaires et à coefficients entiers de C5 ny + DA 


suite, Ces quantités ne sont pas distinctes. 
D'ailleurs il est clair que, si l’on a 


ai = fi(ai, A, …., (SAN +4 


on aura également, en appelant b', b, ..., b,:\ 1 4MPSdes 
nombres convenablement choisis, 
bi = fi(b', D, ..) bn-1), ; 
Ci = fi(ci, C2) ….) Cal 
ARR 1 EL CRM 
CO EU 


IV. — Ce que l’on doit entendre par périodes distinctes. 


Quand une fonction admet une période, elle en admet une 
infinité qui ne doivent pas être considérées comme distinctes. 


L ‘#7 
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Supposons que Wi, Wo, +++) Un soient des périodes de f(z), 
il est clair que l’on aura 


(M O1 + Ma ++ MnWn + CCE 
Si MU, Mo, --., Mn SOnt entiers, et que 
MO + MW +...— MU 


sera encore une période. 

On dit que des périodes w,,w2, ... sont distinctes quand 
il n'existe pas entre elles de relation homogène, linéaire et à 
coefficients entiers. 

Supposons qu'entre les périodes &,, &o, ..., &n d’une 
fonction f(z) il existe la relation 


(1) Mi O1 + MaW2 +... + MnUn = O, 


Mi, Mo, ... désignant des entiers non divisibles par un même 
nombre; soit m, le plus petit d’entre eux pris en valeur 
absolue. Soient 42, Qss +++ CL T'as l'an +. les quotients et les 


restes de la division de m2, M3, ... par mi, (1) pourra 
s’écrire 
MUUI+(Mig2+ ra)Wo+(Mi3+ rs)W3+...= 0 
ou. | 
(2) MUDi+ laWo+... + TnUn = O, 
en posant 
(3) T1 — Wi+ g2WI—+...+ YQnUne 


w, désignera alors une nouvelle période, et ilest clair que w, 
estune fonction linéaire des nouvelles périodes 1,2, &3, ..., 
w, à coefficients entiers, en vertu de (3). Traitons l’équa- 
lion (2) comme (1), nous en déduirons une relation plus 
simple que (2), comme (2) était plus simple que (1), entre 
de nouvelles périodes 51, 2, W3, +.., Wy, Et Wa Sera Encore 
fonction linéaire, comme w,, de ces nouvelles périodes, et ainsi 
de suite. Mais les équations telles que (2) vont toujours en 
se simplifiant; les coefficients finissent par s’évanouir, et l’on 
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voit que, finalement, w,, w», .. ., &» sont des fonctions 
linéaires, homogènes et à coefficients entiers d’une même 
période. À ce point de vue, les périodes considérées ne sont 
donc pas distinctes. 


V. — Impossibilité de deux périodes avec un rapport réel. 


Une fonction monodrome et monogène dans toute 
l'étendue du plan ne saurait posséder deux périodes 
distinctes avec un rapport réel. 


En effet, soient w et aw deux périodes de la fonction J(z) 
ayant le rapport réel a : alors, m, et m, désignant deux 
entiers, M0 + Maw sera une nouvelle période; or, a ne 
pouvant être commensurable, sans quoi w et aw ne seraient 
pas distinctes, car il existerait entre w et aw une relation 
linéaire à coefficients entiers, On pourra toujours choisir les 
entiers m, et m, de telle sorte que 

Mis 4 <Se 


el 
mod(Mn,w + M aw)< mod EU) ; 


la période m,w + maw peut donc être prise aussi voisine 
de zéro que l’on veut, et alors, en l’appelant +, on aurait 


SCIE fa + a) = Jia + 22) =..= f(3 2 na), 


z désignant un point quelconque. 
Or, si la fonction f(z)est synectique autour du point, dans 
un contour fini tracé autour du point 5, l’équation 


ftz)= fs +2) 


aurait une infinité de racines, æ — à, 20,34 CES qui est 
impossible. 


VI. — Impossibilité de trois périodes. 


Taéorime. — Une fonction monodrome et monogène ne 


saurait avoir plus de deux périodes distinctes. 
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En effet, soient w,, 2, &3 trois périodes distinctes de la 
fonction f( 3) : alors, m4, m2, m3 désignant trois entiers quel- 


conques, 
M4 04 —+ Mo Wo —+— 73 O3 


sera une nouvelle période, car cette quantité ne saurait s’an- 
nuler, &,, wa, w; étant des périodes distinctes; soient 


Di dit DV — 1, Wa = de 02 V1, 03 = A3 + b3V—1, 


dy = Mi di + Mao + M3 &3, 


db, = Mb + Mi02 + m3b3; 


la nouvelle période sera égale à a; + b, Ho. Or on peut 
toujours rendre (p. 218) &; et b; moindres qu'une quantité 
donnée, en choisissant convenablement m,, m>, m3; le mo- 
dule de la nouvelle période pouvant être alors pris aussi 
petit que l’on veut; en désignant cefte période par 4, on 
aurait f(3)=f(3+a)=f(s + 2x) =... et l'équation 
f(s)=f(z + x).aurait dans le voisinage du point 3 une 
infinité de racines æ — a, 24, 34, .... La fonction f(z) ne 


saurait donc être synectique autour du point Z. 
CO HaD: 


Nous verrons, au contraire, qu’une fonction non mono- 
drome peut posséder plus de deux périodes distinctes et 
même un nombre quelconque de périodes. 


VII. — Périodes élémentaires. 


Étant donnée une fonction monodrome et monogène dou- 
blement périodique f(z) aux périodes w et w, on peut toujours 
supposer qu'il n’existe pas de période Q qui ne soit de la 
forme mw + nw, m et n désignant deux entiers, car Q ne 
saurait être distincte de w et w; donc il existe des périodes 
telles que toutes les autres soient fonctions linéaires et à 
coefficients entiers de celles-ci. De telles périodes sont ce 
que l’on appelle des périodes élémentaires. 

Il existe une infinité de systèmes de périodes élémentaires : 

L. — Traité d'Analyse, 14e 15 


PE 
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en effet, soient w et æ un système de périodes élémentaires; 
deux autres périodes 


W'—= awù + bw, 


D'=dw+0'S, 


a, b, a’, b' désignant des entiers, formeront un système élé- 
mentaire, s’il est possible d'exprimer w et 5 en fonction 
linéaire et à coefficients entiers de w/ et w’. Pour qu’il en soit 
ainsi, 1l faut et il suffit que ab! — ba! = +1, car ab! — ba! 
ne saurait diviser à la fois &, b, a!, b'; en effet, a, b, à!, b! 

APRES 24 : < 
ayant un facteur commun «, 7 ©t seraient des périodes qui 
ne pourraient pas s'exprimer sous forme linéaire à coefficients 
entiers à l’aide de w’ et x’. 


Taéonème | — Deux parallélogrammes élémentaires, 
c'est-à-dire ayant pour côtés des périodes élémentaires, 
sont équivalents. 


En effet, soient x + y V—1 et æ'+ y'ÿ/— 1 deux périodes 


élémentaires, 


a(x + y Vers b(z'+ y'y—:) 
et 


a'(x+y V—1)+ (x + y y—:) 


deux autres périodes élémentaires. L’aire du parallélogramme 
de ces dernières périodes est 


ax+bx ay+by | 


ax b'xr! d'y + d'y | 
a b je 7. | 52 LA 


a’ b' | G\ F 


ce qui démontre le théorème. 


Taéonèuer Il. — Dans deux parallélogrammes élémen- 
tatres, la fonction f(s) passe le même nombre de fois par 
une valeur donnée. 


Le théorème est évident pour deux parallélogrammes élé- 
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mentaires ayant un côté commun, vu qu'ils se composent 
d’une partie commune et de deux parties égales, dans l’inté- 
rieur desquelles la fonction acquiert manifestement des va- 
leurs identiques. Pour démontrer le théorème, il suffira 
d'établir que l’on peut passer du parallélogramme ayant 
pour côtés w et w, au parallélogramme ayant pour côtés 
© el w,, au moyen de parallélogrammes intermédiaires ayant 
chacun un côté commun avec celui qui le précède et avec 
celui qui le suit. 

Soient donc w et w, un système de périodes équivalent au 
système 5 et w,, en sorte que 


TD — 4 —— ŒU)1, 
Di = biw + bus, 


abi— bai = +. 


Pratiquons sur & et &; l'opération du plus grand commun 
_diviseur et posons 


. = di + A, dj — A22—+ 3, ….) An1 = Ann + An+1, 
b=biq1+ 0», bi = b1q2—+ b3, “.) CPR PC ET PR 


nous aurons 


D — AjWU2 —+ At), en posant EP TEEN TASER Se AT PS 
TD — Di wo + biw1, 

D — oz + d3Wo, DIE ROME Jr}, 
Di Diws + Ds, 

D — du, + A UW3, WU, — Wa + 303, 
nc ee : SCO SR RARE PEUR 
D = AnVWy+41 + Ant1WUno | WOn+1— Wn1 + JTnWn; 


TD — Un Op+1 + br+i (OPR 


d 
Or l'opération du plus grand commun diviseur conduisant à un 
reste nul, on peut supposer Any = 0. De plus, a et a, étant 
premiers entreeux, sans quoi l’on n'aurailpasab,—ba; = +1 
il faut que a, — 1; enfin on a 


? 


ab, — ba; — — (aid: — bia) — + (203 — b;az) —...; 
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donc b,4,—1 en valeur absolue, et l’on voit que l’on aura 
D — Wh+1, Di = EE wy + by Opn+1) 
On+1—=Wn-1 + YnOÜn,s +.) 9 = © + 71W1, 


ce qui démontre le théorème. 


VIII. — Propriétés générales des fonctions à deux périodes. 


Avant de nous inquiéter de savoir s’il existe des fonctions 
monodromes et monogènes possédant deux périodes, nous 
étudierons @ priori les propriétés dont doivent jouir ces 
fonctions, *si elles existent; ces propriétés, connues, nous 
guideront dans la recherche des fonctions en question. 


Taféorkue I. — L'intégrale d’une fonction doublement 
périodique le long d’un parallélogramme des périodes 
est nulle (1). 


En effet, le long des côtés opposés du parallélogramme, la 
fonction reprend les mêmes valeurs; mais, comme ces côtés 
sont parcourus en sens inverse, les intégrales partielles rela- 
tives à ces côtés se détruisent. CUONEUn 

Ce théorème fondamental est de M. Hermite. . 


Tuéorëme Il. — Une fonction doublement périodique 
a au moins deux tnfinis dans chaque parallélogramme 
des périodes. 


En effet, en vertu du théorème précédent, son résidu est 
nul, ce qui ne pourrait avoir lieu si elle ne possédait qu’un 


infini. 


a 


Taéorëme IT, — Dans chaque parallélogramme la fonc- 


(*) Il ne sera question dans ce qui va suivre que de fonctions mono- 
dromes et monogènes, ce qui nous dispensera de répéter sans cesse ces 
adjectifs; nous les supposerons également sans points essentiels à distance 
finie. 
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tion doublement périodique f(z) passe par tous les états 
de valeurs, autant de fois qu’elle passe par l’infint. 


En effet, le résidu étant pris à l’intérieur du parallélo- 


gramme, On à 
p JC) 
Ca ) 


n désignant le nombre des zéros et y celui des infinis de (3); 
mais, en vertu du théorème I, 


pr FC) 
des tot 


= he V 


car LE est doublement périodique, done n —y; mais la 
fonction doublement périodique f(3) — « a les mêmes infinis 
que /(z); donc le nombre de ses zéros est », donc enfin f(z) 
passe A fois par la valeur a. 

Nous appellerons ordre d’une fonction doublement pério- 
_ dique le nombre d'infinis qu’elle possède dans un parallélo- 


gramme des périodes. 


Taéorème IV. — La somme des valeurs de la variable z 
pour lesquelles une fonction doublement périodique prend 
une méme valeur dans un méme parallélogramme des 


périodes est constante. 


En effet, considérons les valeurs de 3 pour lesquelles on à 
f(z)= a ou  f(z)—a=0, 
f(&) désignant une fonction à deux périodes, l'intégrale 


Re PER 
= J(3)—a 


est égale à la somme des zéros diminués de la somme des 
infinis de f(:)— a; soient donc & la somme des infinis de 
fa), et s la somme des valeurs de 3 pour lesquelles f(z)=— 4, 


on a 
I zf'(z)dz 


27 W—1 f(z)— a 


TS re 
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Soient w et w/ les périodes de (3), l'intégrale précédente 
étant prise le long d’un parallélogramme de côtés w, w!, nous 
pourrons écrire, en appelant 3, un point quelconque, 


Use zf(3) - eee), 
, J(z)—a fu+w)=a | 


ed] 


PT [UE u)fCE 0) ES 
Si | _J(s + vw) ral 


mais /(z+w)=/f(2), f(3 + w')= f(x), ..., done 


LS 147 00 RO Re RER MO 
rl JL HOT IR Hoer de 


<0 20 


I 
SAPeR), 


—= $S—0,; 


ou 


il f(zo + w')— a Rte] 
—— lol ren loue loc - — 9; 
2rÿ—1 [e 4 J(30)— à Eu J(20)— ES 


mais f(Zo + W')= (30), donc 


(0108 tee lo D 


27 W—I 
mais log 1 est de la forme 2m74/— 1, donc 
$S—6c— mu + mu), 
m et m' désignant deux entiers. On a donc 
Si 10, | 


Le signe = sera désormais employé pour exprimer une éga- 
lité dans laquelle on néglige des multiples des périodes. 


Corollaire. — La somme des zéros est donc égale à celle 
des infinis quand on néglige les multiples des périodes. 


IX. — Des fonctions auxiliaires. 


Nous allons maintenant chercher à former de toutes pièces 
des fonctions possédant deux périodes; de telles fonctions ont 


DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 231 


leurs zéros et leurs infinis régulièrement distribués dans le 
plan, et on peut les considérer comme des quotients de fonc- 
tions ayant leurs zéros régulièrement distribués, mais ne de- 
venant infinies que pour des valeurs infinies de la variable 
(t. LT, p. 371). Voyons si de pareilles fonctions existent et 
cherchons à les former. 

Soit 9 (x) une fonction toujours synectique, ayant ses zéros 
régulièrement distribués dans le plan, comme ceux d’une 
fonction à deux périodes w, &. Si l’on déplace parallèlement 
à lui-même le parallélogramme des périodes, il devra toujours 
contenir le même nombre de zéros et, par suite, l'intégrale 
suivante prise le long du parallélogramme en question 


I (x) 
27 V—1 Ü(x) 
devra être toujours égale au même nombre entier quel que 


soit le point de 3, par lequel on fera passer l’un des sommets 
de ce parallélogramme. Intégrons donc le long du parallélo- 


FISL0. 


To+T Lo+d+T 


Lo To+wW 


gramme ayant pour sommets Lo, Lo + O0, Lo + OH, Low 
(fig. 10) et écrivons que le résultat est égal à l’entier #, quel 
que soit Z,; nous aurons 


vint [7 EE en | ar 


b(æ) Mr+w) 
Loto ! ! ; 
DUO 
4 Û(x) OÜ(æ+uw) 
On satisfera à cette équation en posant 


P(r+ew)  0'(x) '(æ+w) 0x) b 
(au) 04)  (a+u) x) 
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les constantes à et b satisfaisant à la relation 
(1) | am — bw —2miy—1; 


si l’on intègre les équations précédentes et si l’on passe des 
logarithmes aux nombres, on trouve 


| O(z+w)— 0(x)eaxt+a!, 
(a O(æ + D)= Ü(xT)ebx+b", 
a" et L' désignant de nouvelles constantes. Les fonctions qui 
satisfont aux formules (1) et (2) et qui ont leurs zéros distri- 
bués comme ceux des fonctions à deux périodes sont ce 
que l’on appelle des fonctions auxiliaires (2 

S1 l’on connaissait des fonctions 0 et Ü, satisfaisant à ces 


> ; 0 . RUE 
formules, il est clair que ÿ. Serait doublement périodique et 
1 “ 


posséderait les périodes w et 5; occupons-nous donc des 
fonctions auxiliaires. 

Quand on change x en x +w, la fonction e17+Br+€ se 
trouve multipliée comme la fonction 8 par une exponentielle 
dont l’exposant 240% -- Bow + Aw? est linéaire; si donc on 
pose 


2AW+Aa—O0,  Aw?+BwHa—0 
ou 
a FANS à 
(3) A = — —, B=— -—-—, 
20 2 œ 


la fonction 
(6) (æ)eAx?®+Bx+C — TE) 


sera telle que 


f(x + w)= 0 (x + w )eAix+0)+B(x+w)+C 


ou 
UT A.) = 0(æ)eAx?+Bx+C = (Pa 


TS 


(‘) M. Hermite appelle aussi ces fonctions doublement périodiques de 
troisième espèce. 
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On a ensuite 
f(x + ©) = (7 + D)el+o)+B+G)+C 
ou, en vertu de la seconde équation (2), 
f{æ+m)=0(r)eAr+Br+0 x egx+h = f(x)esxth, 
g et A désignant les constantes 
£&g = 2A5 + b, h= Am? + Bw + 0’. 


Remplaçant d par sa valeur tirée de (1) et À, B par leurs 
valeurs (3), on trouve 


& — 


__ 2ÈT Ve 
wo 2 
la quantité À dépend de la constante arbitraire D’, si bien que 


l’on a 


(4). dim 


Jr +w)= f(2), 
| f(z+w)=f(æ)e © su 


On voit donc que l’étude des fonctions 0 est ramenée à 
celle des fonctions @ satisfaisant aux relations 


(5) 


qui ne diffèrent de (4) que parce que l’on a mis la constante 
sous la forme — “18 c. 


L'étude de la fonction @ sera plus simple que celle de la 
fonction 0, parce qu’elle renferme moins de paramètres, et 
aussi, surlout, parce qu’elle possède déjà une période w. 


Deux fonctions auxiliaires qui ont les mêmes zéros ne 
peuvent différer que par un facteur de la forme eX+irre 
dans lequel À, B, C sont des constantes. 


Soient, en effet, 0(x)et8, (x)les deux fonctions en question : 
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si elles ont les mêmes zéros, elles ont aussi les mêmes pé- 
riodes w, 5, et l’on a | 


(?) (T + w)— (à) (æ)eax+b 
() (t+mw)—0 (æ)ea'x+b" 
D(X+w)= 0(æ)eax+$ 


Dr +m) = 0(æ)ex'x+h. 
on conclut de la première 


d'Iog0(r +w) _ dlog0(x) 1e 
dx dx 


d'log0(r+w)  dlogô(x) 
dx? 5e dE2 108 


dlog0(x) d’logü,(x) 
des TAN CNT 
riodiques, leur différence est donc doublement périodique ; 
mais Ü(x) et 0,(x) ayant les mêmes zéros et pas d’infinis ne 
peuvent différer que par un facteur exponentiel ef), où o(x) 
représente une série ordonnée suivant les puissances de x, 


et les fonctions sont doublement pé- 


c'est-à-dire une fonction toujours finie, excepté pour æ = co. 


Or la différence 
d'log0(x)  dlogô,(æ) 
dx? Le dx? 


est égale à w’(x); cette fonction est doublement périodique 
comme ®(x) et a ses infinis, c’est-à-dire ne devient jamais 
infinie; donc elle se réduit à une constante 2 A, donc o(x) 
est bien de la forme 6(x)— Ax?+ Bx+cC, 


Ce Q. F. j à j# 


X. — Développement des fonctions auxiliaires. 


Nous voilà donc ramenés à trouver une fonction satisfaisant 
aux équations 


(1) (x + w) = 6(x), 


2TTi ÿ—1 


(2) O(x+m)= (re w "r, 
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La fonction 6, devant être synectique dans toute l'étendue 

du plan et devant posséder la période w, si on la compare à 
27 ÿ—1 
. NF L'e . . 

la fonction z—e ® , sera une fonction synectique de 
celle-ci; car, quand on se donne z, x a une infinité de valeurs 
delaforme + m 0 m désignantunentier;0(x)=@(x+ mu) 
n’a alors qu'une seule valeur pour chaque valeur de 3 et l’on 
pourra développer 8(x) suivant les puissances ascendantes et 
descendantes de z; posons donc 


25 Mat 2nT ÿ—1 
x 
O(z)— Dé SAIT RS 
n=—xo 
en faisant À, — : on a alors 


LD) DES 


En vertu de (2), on doit avoir 


27 ÿ—1 2T ÿ—1 
20 (rx+n 0 +0 ( FN _ nx+Q(n)—ix- ic] 


; 


27 ÿ—1 


nx 


en égalant les coefficients de e ®  ,ona 


nwm+o(n)=œ(n+I)— ic 
ou 

p(Rn+I)=v(n)+nw + ic; 
on en déduit 


p(n+21)=v(n+i)+(n+i)s +ic, 


E(Rn+ HI) — COR DTIEe(TE Li )u 0, 
d’où l’on conclut, en ajoutant, 


o(rn+uI)=Q(n)+w LE U + LUC. 
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Ainsi, &(o),; œ(1), ..:, @(t— 1) restent arbitraires et, en fai- 
2T ÿ—1 


antenne Ni 


— À,, on voit que l’on peut poser 


8(T)=A060(7)+A101(x)+...+ A; 10; (x), 


; oz = + œ om /-_I LES 
( ; ) N e ( ) D re Lte+poa+ ques ic) Pt iv | 
| niet) e F 


U=— 
La fonction O,(x) est bien déterminée, car la série qui la 


représente peut toujours être supposée convergente. En 
effet, la racine piime du terme général tendra vers zéro pour 


. . , V—1S Q 

H—%, pourvu toutefois que la partie réelle de 7 soit 
œ 

négative, ce que l’on peut toujours supposer en changeant, 


si l’on veut, le signe d'une période. 


En résumé, les équations (1), (2) admettent une solu- 
lion renfermant i constantes arbitraires, et les fonctions O 
qui ont i zéros dans le parallélogramme des périodes, fonc- 
tions que nous appellerons fonctions auxiliaires d'ordre l, 
sont linéaires et homogènes de t d’entre elles. 


Ce théorème est encore vrai pour les fonctions 0 plus géné- 
rales. Soit, en effet, | 


O(x + w) — O(æ)eax+a, 
am — bw —2Tiy— 1; 
si, pour ramener la fonction 0 aux fonctions O, on pose 


(( (æ) — 0 (æ) CATT-BAEU 
on trouvera 


0 (æ) == A00(x) + A; Oi(x) na À;1 000 
0,(x) == 0,(æ)eAr#+Br+C, 


et par suite on voil que : 


Toute fonction d’ordre à est une fonction linéaire et 
homogène de i d'entre elles. 
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Cette propriété est fondamentale. 

Avant d’aller plus loin, nous ferons observer qu'il existe 
des fonctions d’ordre zéro et que ces fonctions sont de 
simples exponentielles; en effet, les fonctions d'ordre zéro 
doivent satisfaire aux relations 


0(x)= O(r)eAx+Br+C, 
O(r+w)= 0(æ), 
(x = w) = ot) 


La fonction @ d'ordre un, restant finie dans le parallélo- 
gramme des périodes et possédant les deux périodes w, &, 
doit se réduire à une constante, et par suite Ü(æ) est de la 


forme 
; G eAx*+Br+C 


G désignant une quantité indépendante de +. 
Les fonctions © du premier ordre sont de la forme 


Mar V1 U (LU. - 
Sr Lure FREE o | 


XI. — Sur les racines de 0(x)= 0. 


Considérons la fonction 8 définie par les équations 


J(T+w)— 0(r)eax+a", 
(1) Ù0(x+m)=6(r)ebz#", 


am —bw—=2iry-—1. 


La somme s des racines contenues dans un parallélogramme 
des périodes w, 5 est donnée par la formule 


l'intégrale étant prise le long du parallélogramme. Cette for- 
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mule peut s’écrire 


ST AS a M 
"(x 


Ü(r+w) 


+ [7 FE 0) po «| dr; 
or, en vertu de (1), | 
| P(r+w) CS Re P(z tn) CSS 
Ü(æ+uw)  Ü(æ) O(æ+w)  O(x) 
a donc 


— FPois CE 
sr [ ( o+ar+aw)dr— | ( m+bx+bm)dr 
0 0 


ou bien, en intégrant, 


| O(5) O(w)  w? w? 
(2) 27sÿ—1— Dies s RAT ES — b _ +(a — bus. 
Mais 

Loge =D 4 mr y Ex, 

De = a'+ nr W—1, 


m et n désignant deux entiers; la formule (2) donne alors 


2 2 


—— di u) 
2RSV—1= Gb — ma ta —b + (abus... 


et, en négligeant des multiples des périodes, 


I m2? uw? 
S = = (ut va ra — D F + au —bum) 
2 2 


Dans le cas particulier où l’on a 


OT HI OH), O2 0) PER # D Vtt 


a =0; Aie D! b=—— 1, L'=— —cy—:1, 
[a œ 


il vient 


(3) s=i(S -c+5) 


DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 239 


XII. — Formation des fonctions auxiliaires et doublement pério- 
diques admettant des zéros ou des infinis donnés. 


Taéorime 1. — J/existe une fonction auxiliaire d'ordre à 


possédant dans chaque parallélogramme des périodes w, 
w, des zéros donnés. 


En effet, toute fonction auxiliaire d’ordre £ est de la forme 


; A0 00 + A10+...+ A; 1074 — (x); 
si l’on pose 


o(t)=0;, o(&)=0, Fin CAC TD ET) 


On aura { — 1 équations permettant de calculer A,, ARR 
À;_, en fonction de A5, par exemple. Si l’on pose encore 


TA 


®(&o)= 0, 


cette formule permettra de calculer la constante désignée 
tout à l’heure par c, au moyen de la formule (3) du para- 
graphe précédent 


./ © 
$ ou tar. +amsi(S —e+v); 
2 / 


la fonction auxiliaire © aura alors les £ zéros &ç, ..., a; , et 
contiendra encore un facteur constant arbitraire. 


Tuéorème Il. — 7 existe une fonction doublement 
périodique d’ordre i possédant i zéros donnés &o, &, ..., 
Gunet iinfints donnés b5, bi, ..., b; 1, dans chaque 
parallélogramme des périodes que l’on peut se donner 
arbitrairement, avec cette restriction toutefois que les 
zéros et les infinis doivent satisfaire à la relation 


DEC ee dj-1 = 09 + bye. 6; 


En effet, soit © une fonction auxiliaire d'ordre £ possédant 
à l’intérieur de chaque parallélogramme des périodes w, w 
les z zéros &o, &i, ..., &;_,; cette fonction existe et elle est 


r TON NEC - 7 7, | 
ddr: : NE à à €: 
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déterminée à un facteur près. On peut former une autre 
fonction Ÿ aux mêmes périodes répondant à la même con- 
stante c et possédant, outre les zéros b,, b:, ..., b;,, un 
autre zéro Do, tel que 


GANTS Gi = 05+ bi+...+ D 


® A À , 0 
alors le rapport D a évidemment pour périodes w, ©, pour 


ZÉTOS Go; i, -.., &i_, et pour infinis Ds, b,, ..., b;_,. [On 
pourrait craindre que les équations o(a5)= 0, #(a;)=0, 
fussent indéterminées ; mais cela n’est pas possible, parce que 
l’on sait que deux fonctions doublement périodiques qui ont 
les mêmes zéros et les mêmes infinis sont égales à un facteur 
constant près.]| 


Taéorëue II. — À l’aide d’une fonction auxiliaire du 
premier ordre, on peut former toutes les fonctions auxt- 
liaires d'ordre 1. 


Soit, en effet, Ü(æ) une fonction du premier ordre nulle 
pour æ = 0 : la fonction 


0x — a0)0(x — a).., (x — a;1) — o(x) 


s'annulera POUr 1-05, 041 22, GRR plus, elle sera 
d'ordre &. En effet, si l’on a 


27 —1 
O(T+w)—0(æ), Oæ+m)=0(ære w “°, 
on aura 
2TY—1 (ix+ic —A9—..:— ji.) 


e(t+m)=g(x)e 


ou, si l’on veut, 
p(r+m)=vp(x)e # ? 
en posant : 
do + +... + (a mr 
L 


C='e 1 


Ce théorème nous sera bientôt utile. 
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Taéorème IV. — À l’aide d’une Jonction doublement 
périodique du second ordre, on peut former toutes les 
fonctions d'ordre i aux mêmes périodes. 


En effet, d’abord au moyen d’une fonction du second 
‘ordre f(x) possédant les zéros a,, a, et les infinis Lu, do, tels 
QUE Gi + Go — 0, + 2, on peut former une fonction du se- 
cond ordre possédant les zéros b,, b et les infinis Gus 
DRE D D, — Bi + Be. En effet, soit a, + Hu Sel 
fonction suivante, où À est constant, 


" J(a+s)— f(bi+s) 
f(x+s)—/f(Bi+s) 


n'est plus infinie POur T — 4, ou æ — &, mais elle admet le 
zéro æ = d, et l'infini x — B, ; maison peut disposer de s, de 
telle sorte que /(b2: + s)— f(b, + S); 1l suffit pour cela que 
bi b+os= a, + &2; la fonction considérée aura donc 
les zéros b,, Lo, l'infini B,, et par suite un second infini Bo, 


tel que 
bi + D Bi + B>. 


Maintenant, soitF, (æ) une fonction du second ordre ayant 
pourzéros &;,b,,pourinfinis,, %,telsquea; +b, =, + Lo; 
soit F, une fonction admettant les zéros as et bs et lesinfinis 
> et d,, etc.; soit enfin F,(x) une fonction admettant les 
zéros an_1 et b, et les infinis b,_, et 4». Considérons le 
produit 


SAGE F(z)P(æ)...F,(x);: 
il sera doublement périodique, si toutes les fonctions Ke 


F;, ..., ce que nous supposerons, ont mêmes périodes; en 
outre, 1l s’annulera évidemment quand on supposera 


T— ji, A, '..., An-1, 0% 


et deviendra infini pour æ—4,, ...,a,. La quantité b, 
seule ne peut pas être choisie arbitrairement, mais on doit 
avoir | 
M Go... + An bn = ++... +. 
OR ONEMR 
L. — Traité d'Analyse, 1V 16 
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ne) 
EN 
ùÙ 


XIII. — Inversion d'une intégrale elliptique de première espèce. 


Soit U un polynôme du quatrième degré en w : considérons 


ne au 
ne 


Calculons ses périodes w,w: soiento ets les zéros de la fonc- 


l’intégrale 


Uon inverse, & el B les infinis, on a KR = Si ANCIEN sait qu’ à 
chaque valeur de w Ed à des multiples des périodes 
près, deux valeurs x et s— x de x. Considérons la fonction 
f(x) doublement périodique, possédant Les zéros 0, s, les 
infinis , 8 et les périodes w, © que nous avons appris à 
former au paragraphe précédent. Soit enfin 


ANT ; 
Al | Te) = FCO 


F(u) est monogène et continue, elle est aussi monodrome; 
en effet, à chaque valeur de & correspondent une infinité de 
valeurs de l'intégrale æ, à savoir 


MO+nND+T El MO HN Sr 


qui donnent à f(æ)la même valeur et par suite aussi à F(w); 
donc F(w) n’a qu'une seule valeur pour chaque valeur de w. 

Pour u—=, & = «ou $ et f(x) = donce 
du reste, si w est fini, x est fini et, par suite, F(w) est fini; 
F(u) ne peut être nul que pour f(x) = 0, c’est-à-dire pour 
= s$ où 0; alors 4 —0. Ainsi F(w) n’a qu’un zéro et un 
infini, à savoir 0, æ; ce zéro et cet infini sont simples, car 


EU = (CT 


7h 


Or JU est fini pour # — 0 (ou du moins on peut éviter le cas 
où U serait nul pour # —0); quant à f’(x) 1l n’est pas nul, 
puisque 0,(x) et par suite f(x) n’ont que des zéros simples ; 


+ 
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Pour prouver que l'infini est simple, on considérera 


F(u) 
En résumé, F(x) a les mêmes zéros et les mêmes infinis que 
la variable w; leur rapport À est donc constant et INTER? 
en choisissant convenablement A. 

Il résulte de là que la fonction inverse de f(x) est l'inté- 
grale elliptique, et que par suite, réciproquement, l’inverse 
d’une intégrale elliptique est une fonction doublement 
périodique monodrome et monogène. 


XIV. — Relations entre une fonction doublement périodique 
et sa dérivée. 


Nous allons voir que, réciproquement, toute fonction dou- 
blement périodique du second ordre a pour inverse une inté- 


grale elliptique, mais nous allons généraliser un peu ce 
théorème. 


Taéonime I. — Deux fonctions doublement périodiques 
u etw, dont les périodes sont commensurables deux à deux 
el sont dirigées dans le méme sens, sont des fonctions algé- 
briques l’une de l’autre. 


En effet, soient mw et nv les périodes de &, et soient m'v 
et’ les périodes dep, met n, met n! désignant des nombres 
entiers. Soit y le plus peut multiple de »# et m', soit vle plus 
peut multiple de 7» et n' : Hw et y5 seront des périodes des 
deux fonctions; le parallélogramme de côtés O et ys con- 
Uent uv petits parallélogrammes de côtés W, 5 ; à Chaque valeur 
de © correspondent B valeurs de x, si » est d’ordre 6, et x 
valeurs de & si w est d'ordre 2; donc à une valeur de + corres- 

Le 


, V 
pondent dans le parallélogramme (uw, VS), = — 5 valeurs 
: 1 08 () 


de x et de w. De même, à chaque valeur de w correspondent 
Um v 


mn x 4 Yaleurs dev; donc, comme les nombres des infinis de w 
nm 


et £ l’un par rapport à l’autre sont limités, w et p sont liés par 


. A LV AV 
une relation du degré saut enwet= "env. 
; EAP 4} nn | 


. nn, 1 
‘ he es) 
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Supposons que # — w/ soit la dérivée de & : les fonchons w 
et p ont le même parallélogramme, mais w’ est d’ordre plus 
élevé que u. Supposons w du second ordre, w! sera en général 
du quatrième ordre (il serait du troisième, si & avait un infini 
double), parce que les infinis de w/ sont ceux de w avec un 
degré de multiplicité plus élevé d’une unité; la relation qui 
lie u à w’ est donc du quatrième degré en w et du second en w/. 
Soit 

Uou?+ Uu'+ WU =0 
cette relation, U,, Ü,, U, étant du quatrième degré au plus. 
Mais w’ n’est jamais infini que pour w =; donc U, est indé- 
pendant de w : on peut supposer U, —1. En second lieu, la 
somme des valeurs de la variable x pour lesquelles w est 
donné est constante; donc, si l’on appelle x, et +, ces valeurs, 


on a 
dr; dr? 
du — du 
ou 
l I 
mac es meer HUE 
U; Us 
donc | 
— — 0 ou U= 0: 


donc enfin la relation qui lie une fonction doublement pério- 
dique du second ordre à sa dérivée est 


u?+ U: =} 4) 
ou bien 
du N 


ne Aut+— Bus - Cu:+ Du +E: 
dx 


Ce fait a été établi par M. Méray. 


XV. — Les fonctions auxiliaires de Jacobi. 


La fonction sn x. inverse de l’intécrale 
? 


IE ou A(x,k)= (= x2)(1=12%2), 
7/0 ? 
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a pour périodes 4K et 2K//—1, K et K’ étant donnés par 
les formules 


PONS 27 Ke JÉ je K2+ 21) 
D immo ren. 


40) 


/ 


Ses zéros sont 0, 2K, ses infinis K/4/—1 et 2K + K'/—:1; 

elle sera donc égale au quotient de deux fonctions auxiliaires 

que l’on pourra former de bien des manières, ayant pour pé- 

riodes 4K et 2K' Vo et s’annulant l’une pour æ—o et 

DR autre pour z — K'! Ven CDR EEK VE 
Rappelons que, si une fonction auxiliaire du second ordre 

satisfait aux équations (p. 236) 

| {| 0(æ+w)=0(>), 

(1) 4T ÿ—1 


BrLam)—=0(æ)e 0 ‘, 


ses zéros &, 5 satisfont à la relation (p. 238) 


[82] 
% HET +m—c) 


2 


+ 


ou 
(2) a+ $=—00, 


et 0 est une fonction linéaire arbitraire et homogène des deux 


fonctions 
(ss 4 CRT = 


> CR CE CEE UE 


; D = — 
3 
(3) U=+e mi 
it ——[(20+1)x+2Uc+U2T] 
Se | 
p=—e 
Alors, si l'on prend w—4K, &—2K'/—1,a«+8—K, 
et 2c=2K, ou 2c—2K+2K//— 1, les formules (3) de- 
viendront, à l’ordre près, 


T ÿ—1 ! Pre 
DA = (x +UR+2K' V1) 


) 


SO TUE 
D: +. L(2+1)x+ouk+2k /iu(u+1)] 


246 CHAPITRE VIII. 


Nous représenterons Ja première expression avec Jacobi 


par @(x), la seconde par H(x), après l'avoir mulüupliée par 
TK 
Pre 


(24 ;, nous poserons en outre 


LP 
LE EMNe 


te K’ N: | 
et nous supposerons la parue réelle de K Posiuüve (A Nous 


aurons alors, en groupant les termes deux à deux, 


(4) O(x) 2 LE na 2 TT LL, DT TEEN 
1 T)= 129 COS-- <2q*tCos—— — 1 EDG ACO RS 
q K q K q 2 K += ; 
1 9 2741 \? 
(5) H(x)=9gtsi Re EN ITE 1 (=) 2 
J A(T)=2q*SIN ——94g*tsIn = aie site M0) JAN SIND — n% =... 
\ l 1 2 K "4 2 K 1 2K KT 


H(zx) s’annulant pour æ = o est une des fonctions demandées. 
Soit 4 un zéro de O(x); comme @(x) a évidemment pour 
période 2K, 2K +4 est un zéro de (zx); donc, en vertu 
este; 


2K+2%—=9K ou 2X = 0. 
Ainsi « est égal à une demi-période; or 
O(2K)=1— g + gt —... 


ne peut être nul, quel que soit 4; donc @ (K V—1)=0 et la 
fonction O(x)'s'annulant DOUTER ve est l’autre fonc- 
üon cherchée : cela a besoin d’être confirmé par la formule(1 2). 
Indépendamment des fonctions @ et H, dans cette théorie, 
ilest utile de considérer les fonctions O(x + K)etH(x + K) 
que Jacobi a désignées par@,(x)etH,(x). On a évidemment 


nrT 
2 K 


KT a 
(6) (x)=1+2g COST. :29#cos + 
= TE 2 3TT (EE) 

(7) Hi(æ) = 3 9" cos ta gt cos DK "Ua 
EE RESORTS eee SRE RE ER RER RER EAST eh D 


: N 1 
(*) Sinon K' est une période, — K’ en est une aussi, — -Zià Sa par tie 


K' 


; 2 T— 
réelle positive, et l’on posera Je) K° 
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Les fonctions 6, H, 6,, H, jouissent, comme il est facile de 
le voir, des propriétés exprimées par les formules 


… | Re H (æ+4K)=H (x), 

| @,(z +4K)=08,(x), H;(z+iK)=H(zx). 

Ty—1 À 
— —— (x+K' ÿ—1) 

En posant A—e. * ï al | 
@) 8 (x+2K'/—1)——A6 (x), H(x+2K'y/—1)=—AH (x), 
92 Lude re 

l@i(r+2K'/—1)= AGi(x), Hix+2K'ÿ—1)— AHi(x) 
16 (9 (—zx)=0@(x). H (—x)= —H(x), 


| @i(—zx)=8(x),  Hi(—z)= H(x), 


8 (r+K)—=8:(x), H (x+K)=—H;(x), 


(11) : 
@,(x+K)=8 (x), H;(x+—K)=—H(x). 


A ces formules on peut joindre, en posant 


Ty—1 ei 
— ——— (2x+K /—1) 
D ere à 


{ 


8(z+Kyÿ—=1)=y=1BH (x), 
H (z+K'/—1)=y—1B8 (zx), 
1% 8,(æ+K'ÿ—1) — BH;(x), 
| Hi(z+Ky—1)= B@;(x), 


(12) 


que l’on démontre ainsi 


LE 
b(r)=® ge SONT 
donc 
Nr LÉ (nx+nk' ÿ—i) 
ei(æ+KV—1)= ge < 
ou 


ARE nx 
e(z+K V1) Y'grtre K 


2) x ÿ—1 (22+1)x 
PPT 
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c’est-à-dire 
T ÿ=-1 


] 
HR RTE Ty TORRES 
Cr + K' Yi) = q te "2 CH 
c’est l’une des formules (12) : les autres se vérifient d’une 
façon analogue. 


XVI. — Nouvelle forme des fonctions auxiliaires. 


On peut mettre les fonctions auxiliaires sous une infinité 
de formes différant, comme on l’a vu, par un facteur expo- 
nentiel de la forme er +Br+G: l'unde ces fact ttes présente 
tout naturellement. On a, en effet, 


Ty-1 Xl 
FA ALANS SE (ux+uk+uen'/=5) 
or) e K 


ce que l’on peut écrire. 


T + 
&Fn me tr /—i-ueke2) 
E(æz)= Ÿ'+ KR 


TT 4 FEV , 
= AN er ie CH2UK V—1) e “KE 
= 74 # , 


2 
TX: 


Si donc on pose 


Ne LE 
* —— (x-auk 1)" 
dx)= Y+ et UE UN 
on aura 
(1) V'(r) = O(x)erw, 
et 1l est facile de voir que l’on a 
0'(x + 2K'yY— 1) = — 0'(x), 
(2) A EEK VE 1) — REA 


on à d’ailleurs, en changeant x en x —+ 2 K dans (Le 


T 
Le 7 Tr °+4Kx+4K2) 
d'(T+ 2K) = 8(7 + 2E.)etkKk 


ie - 
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ou 
re X+K) qe CE 
(3) d'(x+2K)—0(x)enK eK = D'(x)ei 


La fonction 4! est donc du second ordre, aux périodes 2K et 


_4K Ve ses zéros sont ceux de O(x), à savoir K'/— 1 


\ 


et DRE x : la fonction 4’ est donc fonction homogène 
el linéaire des fonctions obtenues en faisant, dans les 


équations (3) du paragraphe précédent, © — — {4K'/--1, 
MR 0c—0. Nous prendrons 2c— 2K et nous aurons 


les LUS. fonctions 


T dr 
V TK (2Ux+2UÈ?K) 
e À? 


LÆd 
T ae) ÿ 
TR [204 1)x+202K+2UR] 

ÿ LE + in ; 


en posant alors p—e K, on pourra écrire ces fonctions 


) 


ainsi, en faisant abstraction d’un facteur constant, 


| : Tr 
D Pt: cosh La 


| lee) RP RUN 
dP cosh — T 


La dernière de ces fonctions s’annule pour æ — K'— 1 elle 
est donc égale à 0 à un facteur constant près. En posant de 
même 


LE 

(0 (x) ettK, 
on voit que Ü sera une fonction linéaire et homogène des 
deux fonctions (4); la première de ces fonctions admet pour 
période 2 K/ÿ/— 1 ; si donc « est un de ses zéros, « + 2K' Ver 
en sera un autre; la somme des zéros est une période : donc 


2x +2K'/—1=0, donc 2 ('/— 71, donc x est égal à 


RUEEr plus une NOTES donc 


RE out la 8 Kiÿ 1 ou —K'y—r. 
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Mais — RE ne peul être racine quel que soit p, donc 
a = K + K'ÿ— 1 : c’est un zéro de O,(x); ainsi la première 
des fonctions (4) est égale à 0(x), à un facteur constant 
près. 

On démontrerait exactement de la même > façon que les 


fonctions | 
Tax? rx? 


n'()=H(T)dRE,  ni(x)= Hi(z)ee 


sont, à des facteurs constants près, égales à 


2U.+1 \? 
va 2 ) sin h in TX, 
(5) ; 
2 H 
+ 
DETTE cosh KW 
Nous poserons 
37 
J(Yr)=4p Ft —; + 2p* FOR — oo 


Ke KT 
6, (æ) — KES she 
a (æ)=1+2pçosh Sn “+i2p#C0 AR 


TA 3TT 
NA sinh = — a +2p} QE KR to 


PARU 2 
(7) =1—2pcosh K' +2?° cosh PURE 


Nous aurons alors, en appelant C une constante, 


Tx° 


0(æ)— Ceikw e(rh. 
si, dans cette formule, on change x en z+Ky/—1,ona 
(p- 247) 


(x+K' y=1)" T V—1 
V—=in(z)=Ce" ME re GE DEEE 


ou, réductions faites, 


n(e)= CH (x) 
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En changeant x en x + K, puis, de nouveau, en x + K'4 1, 
on constatera que l’on a 


0 0; nl FRS = 


CNT RCE) 


D'ART HNNNNES 


Il reste à déterminer la constante C, ce que nous ferons plus 
loin. 


XVII. — Formule de Cauchy. 


Posons 
G) F(z)=(G+ gs) + gz-1)(1 + g8a)(1 + ga). (1 + gel 3) (1 + gel 31), 
. ILest facile de voir que l’on a 


re Grive [at + le g—1 


27 )\ — rm rm | Ye 
ne) I+ g3 ET Tr pres ) 

ou bien 
(2) F(g?z)(gs +g2)=F(3)(G + gt 2). 


Or on peut poser 
(3) F(z)= Ao+ A1(z + 3-1) + Ao(32+ 32) +... + A,(zn + z-n), 


À, A4, ..., An désignant des coefficients indépendants de 3. 
Si l’on remplace dans (2) F(z) et F(g?z) par leurs valeurs 
urées de (3), on trouve 


(gz + qg?7)[ A5 + A1(g?3 + GRAS CCE SEA (QU TREE- QE ER TR) ] 
=(i1+g2r#13)[Ao+ A1(3 + az -1)+...+A,(3+ 3—2)]; 


en égalant alors les coefficients des mêmes puissances de z 
dans les deux membres, on à 


Ag + A; g?2n+2 — A+ Aog?"+i, 
A1qè+ As q?nti ue À: + A1g?r+#1, 


MeV es) a erelere lt guet alone ets es 018 a s.6 ». © 


Cr «+. br "BR né pl in 
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252 
ou bien 
A; — A nu g'n+2 g; 
1— an 2n—2 
A = Ao +; g 
(4) 1— q2r+2 nn 
1— aq? T— 2102 1 2 
À — A0 Pre. 20 + “, 
1— qi 1— q? + ne be 
on déduit de là 
- 1— q?n L 
| FC)= Ao[1+. Î — grrr TS FAURE 
(5 
) HET RL EU la LT EAU 0 
1— QU? 1 — qu+é (4 #6 


| 
Pour déterminer A,, on observe que À, est évidemment 
égal à g.q%.q5...q2"#1= g"; la dernière formule (4) don- 
nera alors 
— gh(i— gh)..:(1— qg22) 
LC mn à 


LE CHERS ARE RE 


Où 
ï (1 es g*") 


(145,980 


(I rt g?a+2)(s —.q2 2n+4) ; 
A = 


(LEE ET AURe 

(6), on ure 
At gr 1 z)(1 + g1z=1) 

0 |A q(s+ =) ne 


Des formules (1), (5), 


Q+gz)(i+ gz3-1) 
(7) | NTI PEER 


NT) MERE O2) 


qg'r+2 


\ 


Nous allons maintenant SU PPOSET, 7 =—CoIe premier 
membre de cette formule devient alors le Éd infini 


711 = 
+ a2n +1 > | 27n+1 z—1 
(1 T q 3)(1 Eu q Æ JF 


PS | 


La fraction GR entre en multipheateur dans le second 


membre peut s’écrire 
+) ere 


Come An LE rem 
U— gPQ— gt... (1 — ga) 
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I 


et, par suite, a pour limite — - La formule (7) devient 


1l6-" 


alors ÿ 


c 


f À (I te gr +rLz}(r JS gx) TG gen) 
1 


1 


\ lægr L 
= Hmi+——— glz+ -)+...l. 
Er Que Z& 


Désignons par S,.,, la somme des m+1 premiers termes de 
la quantité entre crochets, R,,,, la somme des termes suivants, 
on pourra toujours prendre 7 assez grand pour que l’on ait 


S F 1 l m°? m ue 
m+1i=1+g\2z A ‘+ 7 g Z M Mere + €, 


< désignant une quantité de module moindre qu’une quantité 
donnée 4. Quant à R»,1, si l’on appelle x le module de q et 
y celui de z, il sera de module moindre que 

2? CE)" (om ie ni) + pfn+l)i (E) AU She EN: ) RE 
à 1 — p? u EU 1— : vi, 4 
or on peut toujours prendre 7» assez grand pour que cette 
:quantité soit moindre que «, car la série précédente est con- 
vergente, même lorsqu'on la divise par 4; mn étant ainsi 
déterminé, ? étant indépendant de m, on peut toujours faire 
en sorte que mode <T «, et alors 


‘ 1 


différera de S»,, d’une quantité dont le module sera moindre 
que 24; on peut donc dire que cette quantité est égale à la 
limite de S»,, et, par suite, on a 


[lc LE der z)(r ES GRR DEA l | (1 de qg??) 
1 1 


= + rl à = k | 32 ch: re 72 Ji) LA 
ne) 7 tee). + q7 | Res FUIT 
‘ / 


3 
\ 


T'elle est la formule de Cauchy que nous voulions obtenir. 


da th 
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XVIIT. — Développement des fonctions auxiliaires en produits. 


S1, dans la formule de Cauchy, démontrée au paragraphe 


précédent, 


Le + g?+13)(1 + q2n#1 2747) [I (1 Es qg?n) 
1 : 1 
I 


Try—1 K’ 


on fait z — € ge, Wilvient 


Ile es TT (: ra DE cos n® qu) 
\ 
1 1 


/ 
. TT 
ES De ni à g"cosn te O1(x). 


On trouve ainsi le développement de 6,(x) en produit et, en 
changeantæenx+K, enx—+ CET EN etenxz KE RE 
on obtient ceux de O, H, et H. On a alors le groupe suivant 
de formules : 


8 (x) Te ro0ageos + 2) (5 age0stt à q°) FA 
O1(x) | Le n(cragcos +7) (ages), 


À DS TE 
H,x}= 29 l Er ‘)sn 


x (1—2 2 cos : (154 co À 
q K gs) K PER EUR 


\ 


L TT 
| = 4 nt Fat 
Hé n l Le q *)cos 
X SEE 1H 2gh cos + q8 su 

K K 


Ces formules qui sont très utiles, fournissent des identités 


. . K 
curieuses quand on 4 suppose LT—O, XL — K. OUT = de nous 


nous dispenserons de les écrire. 
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Les foncuons 6, n, 04, n, donnent lieu à des formules 


analogues. 


Quand on pose dans la formule de Cauchy g = p —e 


mx 
‘étz—e", on trouve 


ee co 


À À (+ 2p?"+#1cosh _ ARR) | LG —p2") 


1 


ce qui donne le développement de 0,(x) en produit. En trai- 
tant cette formule comme celle qui est relative à la fonc- 
tion @,, on trouve les développements suivants 


ie nes es D 

0 NOR cosh TE 

x (1 + 2p?cosh = Tr + p*} (+ 2p*cosh _ + pt)... 
d(æ)= P(1 [op cosh 27 + +)(1+ apr cosh + pt)... 
" Loir sin h Le 

x (1 2p?cosh _ + D Nbre 2p\cosh RAS Je 
10%) = P(i—op cos h . +p)(1—ar cosh = er a du 

d’où l’on peut déduire une foule d’identités algébriques que 


nous nous dispenserons d'écrire. 


XIX. — Relations entre les fonctions de Jacobi. 


Les quatre fonctions H, 6, H,, 6, sont du premier ordre, 
leurs carrés sont du second ordre: d'après (8), (10) et (9) 


26 CHAPITRE VIII. 


du $ XV, les fonctions H?(x), 62(x), H?(x), O’(x) satisfont 
aux équations 
0O(z+2K)—0(x), 


9 


4 


np Ne 
O(tv+oK'ÿ—1)=0(æ)e 3K A x+Ky=1), 


? 


par suite, l’une quelconque d’entre elles (p. 230) est une fonc- 
uon linéaire et homogène de deux d’ entre elles. On peut donc 
poser 


( @2(x) = AH2(x)+ BH?(x), 


(1) @(x)= CH?(x)+ D62?(x), 


AB GED désignant des quantités indépendantes de x que 
l’on déterminera en faisant x — 0o,42—=Ketz—K+ RE 
on aura alors pour æ — 0, en es “vant que H(o)—o, 


_ @?(o) ?(0). 


Fe 9 ? 2 2 
H?(0) 8f(0) 
en faisant x — K, ce qui annule H, (x), on trouve 


\NOTUO MESA 
BATTRE ENT 


en faisant æ — K+K'y—1; ce qui annule O,(x), on a de 
même 
1 ve (KE RE) Ne: K'yÿ—1)  H?(0) 
M RER KE NN H:(K y) 7 6}(0) 


Les formules (1) deviennent alors 


(a) prie H(æ)-+ ee) HE (æ) 
(a)= Dies HE (æ) + De OH (œ); 
nous les écrirons ainsi 
GH(0) Hifæ) | 60) Hi(æ) 
| Ho) 8x) 1] He) 8(z )! 


(2) | H°! £ 2 
De re H° dE TE 2(0) 8?(æ) 
7 0@?(0o) @2(x)  62(0) O2(x) 
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et nous poserons 

H(>) @,(0) Pa 

8(z) Ho) (7) 
Hi(æ) (0) 
8(2) Hiçoj  *(#): 


PER , 
(9) @;(x) @(0) Du pen 
OÉPINOE TO EE 
Mio) ee 
| 8i(0) 


Les formules (2) donneront alors 


L(z)+p(x)=1, 


(4) k2(x)+ v2(r)=1; 


les fonctions À, 4, y sont doublement périodiques. Il doit 
exister une relation algébrique entre ces fonctions et leurs 
dérivées; cherchons la relation entre X et \, on a 


; __ @,(0) H(x)8(x)—68'(x)H(x) 
nono 


Or les fonctions H(x)8(æ)—68'(x)H(x), H(æ)O(x) et 
H,(xæ)0,(zx) satisfont aux relations : 


O(z+2K)= 0(æ)erv-1, 


_2rÿ—1 = 
O(æ+a2K'/—1)—=0(ze Le ED 


donc l’une d’elles est fonction linéaire et homogène des deux 
autres (p. 236); on peut donc poser 


H(x)9(x)—0'(x)H(x)= AH(x)@(x) + BHi(x)@:(æ). 
S1 l’on change x en — x, il vient 
H(x)8(x)—0'(x) H(x)=—AH(x)8(x)+ BHi(x)@1(x), 
donc A ==0,et l’on a 
H'(x)8(x)— 68" (x) H(xz) = BHi(x) @:1(x); 
si l’on fait x —0o,ona 


H'(o) @(0)= BH;(0)@,(0), 
L. — Traité d'Analyse, IV, 77 


AE AE LR. "Cet, 4 | 
ES 0 ar 7 
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d’où 
p— H'(o)8(0). 
H;(0)@:(0)° 
on a donc 
; PA nr UN OR 


Si nous portons cette valeur dans (5), nous aurons 


TÀ\(x Hi (0) 
PS = ere) Hi) 8() 


ou, en vertu de (3), 


dx  H'(o) @1(0) 


PERS HUIT VG—22)(i— 422). 


Nous ferons 


H'(o) @i(0) 
(6) H;(o) NB LO Tuer 


alors nous trouverons 


dx | 
Va) 22%) 


LATE 


on a donc, ou on peut même poser comme définition de snx, 
COL LONCE, 


(7) \(æ)=sngx,.  u(r)=cn282, UN(E 


Si, dans la seconde formule (2), on fatx—K,ona 


HO) ROSE 
Oj(o) O{(0o) 


ou, en vertu de la quatrième formule (3 ), 


O* 
ne — 1 — A? 
O;(0) 
Nous poserons 
@2 
(8) Rec iso et k2+ kK2 7 
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XX. — Expression de snx, cn+, dnæ au moyen des fonctions 
auxiliaires. 


En résumé, si l’on se donne K et K”, on pourra former les 
fonctions G(x), H(x), 6, (x), H;(x), puis les modules 
[formules (3) et (8) du paragraphe précédent] | 
Q) re H?(0) O0) 


Rae 01 
0?(0)° 0} (0) 


et le multiplicateur [ formule (6) du paragraphe précédent | 
DE H'(o) O0,(0) 
‘a FH) 8Q) 


Alors on aura [formule (2) du paragraphe précédent] 


Pa LE H(>) 6,(0) 
A (PE RENE rai: 
H;(x) @(0o) 
L(T) = cn gx — 8(z) ENTIÉ 
“ 16;:(%):0(0) 
v(æ) = dn gx — 5 CTÜHES 
ou encore 
a Herve) 
Tr ACICTÉ 
: Æ'H (æ) 
3 ss Kb 4 
(3) CN £T \ F (x) 
dn gx = ÿk on - 


Si nous prenons le multiplicateur g égal à l'unité, nous 
établissons par le fait une relation entre K et K’, et les for- 
mules (3) deviennent 

"ou | k' H, — 6 
— 1 SA D ere — ÿk À, 
(4) snz VE 3? cn re: dnæ = ÿk à 

La relation qui lie alors K à K' sera la relation (2), où l’on 

fera 2 — 1, à savoir 
H'(0) 8;(0) 
Hi(0), @(0o) 


=]; 
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en remplacant 6, H, H,, 6, par leurs valeurs, cette relation 
devient 


25 
e T (9° SP 0 ….l(i-+2g +agi+ ag. .) 
(5) oK 1 3 25 


(4° Le Vus D 


== D 


tn 1—929-+2q TE +) 
Les formules (1) donnent lieu aux relations 


si 


1 25 
ve 29} +92g} 2 q 0e 
re 77 PACE 


(6) [AR HA = Ur UE LE AC; 9 

nn at 24 Sie 2,7 ÉNEiEeRre 
* 1—2q +—2q* TS, 
(7) ‘Are 1+2g +2g# -2q% , 


la formule (5) peut alors s’écrire 


9 KES 2 PRE sut SR: 
(6) TER OU 


et 


2 


"lot 


2K VA La _3gt + SRE 
(9) = L 9 25 
TA + q* +—qt +... 


XXI. — Usage des fonctions 6,7 n, di, nie — Calcul de la constante C. 


Puisque l’on a 


DAT AP OT VTT . 
(1) UT bi D 
on aura aussi 
ANRT TA 
VÆ O(x) 
k ni(æ) 
EN PE) | k O(x) ” 
- dx) 
dnx = VX san. 
A AD AC LOU LE: (0) Ari 
b?(0o) (0) n1(0) 0(0) 
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Nous pouvons maintenant déterminer la constante C qui entre 


dans la formule (1); en effet, on a 


H'(o)8(o) __n'(o)0:(0) 
7 Hi(o)6(0)” _ mto)6(o) 


 Remplaçons dans ces formules H'(o), 8,(0), ..., 6(o) par 
leurs développements en produits, en observant que 


Ho) Free pour = 0, 
HR TS L, n(æx) 
TON Limnépes pour æ —0; 


nous aurons 


ANT OR ETS PAR 
le à 4 


u+g?P(+g'}...(—g) (1— 5)... 


_ res ris PAUL DCI D)... 
Mr DEUSER Eee 


on tire de ces deux formules (p. 254) 


Fee MON greg (TE gs)... 

LME gen)... g)(i— q8).. 
= (1—qg2)(1— gt)... (+ g}(Gi+ gs)... 
10100); 


2K | 
Ve — (1—p?)(i—pt)...({i+p}(i+ps}..…. 
1(0); 
divisant ces formules membre à membre, en ayant égard 


à (1),ona 


O1 = 
se 


= de = 


AA ; K 4 
ainsi la constante C est égale au rapport VR des racines 


carrées des intégrales complètes. 
Les formules (1) peuvent alors s’écrire 


Tr? 
eKK', 


0H VR 
û RC PT EL E TON" 
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XXII. — Périodes elliptiques. 


Cherchons à former un système de fonctions elliptiques. 
En se donnant le module *, on pourra calculer q ou, 


ce qui revient au même, le rà ns de la f 

q y : pport au moyen de la for- 
mule (p. 260) 

1 9 
2 q 2 0 YEN 


= Quels 2 qi 


(1) VE = 


La formule (p. 260) 


La 


£ls 


2 D 3 ‘ 
e K VÆ _! FANS ORDER, 
T  I—29+9gt—2q +... 


permettra ensuite de calculer K et, par suite, K!/. Quand on 
se donne £, il.y a donc une infinité de valeurs possibles pour 
K et K’, le rapport = a une infinité de valeurs ; mais, quand 
ce rapport est déterminé, K et K! sont déterminés. Il résulte 
de là que, comme snx ne dépend que de k, pour former 
une même fonction snx, on pourra employer une infinité de 
systèmes de fonctions @ et H. - 

On appelle périodes elliptiques les périodes 4K et 
> KA qui sont telles que K et K! soient des solutions des 
équatuons (1) et (2); ce sont, si l’on veut, toutes les périodes 
que l’on peut employer pour construire un système de fonc- 
uons H, 6, telles que l’on ait 


H;(x) _ /Xk 9: (7) PME 
EE 7 0, = —— dnx. 


(2) TE 


Appelons K, et K, un système quelconque de solutions 
des systèmes (1), (2), le parallélogramme des périodes 4K,, 


a — 


2K°, V— 1, contenant seulement deux zéros de sn æ, devra être 
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un parallélogramme élémentaire, de sorte que, si K et K' dési- 
gnent les intégrales 


He dx ; dx 

. D AT 160 Va FAR PR 
Va— a) /Æx) {: 1— 22)\1 — k22?) 
0 0 \ 


on devra avoir, m, ml, n, n! désignant des entiers, 


4K=4mK+aomK'Y—1, 
LR UNE 2 KiV—=1i=4nK+onK' y—1, 
mn — nm = Xi, 


et, pour que les formules (3) aient lieu, il faut que cnx s’an- 
nule pour x — K;, et dnx pour æ— K, + K',ÿ— 1; donc, 
en appelant «&, 6, 4/, fi des entiers, 


K= K+28K'y—1, 
(5) | y=(2ai+1)K + 28K'y—1 


Ki Ki V—i— (ou +1)K +(28"+1)K'ÿ— 1. 


g4 


: KA ë ; 2 
Il faudra aussi que se ait sa partie réelle positive. La com- 


paraison des formules (4) et (5) donne 


inK+on KV = 4.28"K+(2% +n)2K'V —1, 


4amK + 2mK'y—1=4(2a+1)K + 4.28K'Y— es 
d’où l’on tire, en appelant a, b, c, d des entiers, 


4K: —(2a+1).4K+26.2K'V—1, 
DK 2c4K+(d+r)2K'ÿ—1. 


PRE K' ; s ; ; é 
Enfin la condition que Ke doit avoir sa partie réelle posi- 
1 


üve donne 
Dé (2a+1)(2d+1)— 4dc =1, 


et a + d doit être pair. 


C4 
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XXIII. — Développement des fonctions elliptiques 
en séries trigonométriques. | 


Reprenons les formules de la page 254, que l’on peut écrire 


OS NE ) 
8 (æ)=Q(: 2q cos” -æ) ( 29° COS GERS 


NEA EE Q(1+ 29 cos + 9: ) (i+ageoste + gt). 


(1) 
Le L TT TT } TT à 
H (x) — * Sin 21 172 cos 7e 1 — g* cos + g8 )..., 
( Qgisine Re 79608 mg 
1 TT TT À Tr? k 
H,(x) — COS — {14 cos + gt À (ne cos ERgal e 
| O7 FH | K 7 } , : K 2 
QE 7) TETE 
prenons les logarithmes des deux membres des formules pré- 
cédentes, et observons que l’on à, en supposant le module 
de 7 inférieur à l'unité (T. II, D: 200% 
L log( 27 COS + 7? r cos de ds 3 
"= loptte. P+r?) = rCOS0 + — cos20 + — Co830...- 
De * ) . 2 # 3 ? : 
nous aurons 
— log@(x) 
c œ ; 
TT I 2 TV 
= — logQ + 2 Loose D'gn Re Ce à gente, , | 
0 0 
ou bien 


IP me q API UE |: FANS 
log8(x) — RQ gr 00 + CS : 


A CE CEE OR AL 


(2) 


(3) 
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en différentiant alors ces formules, on trouve les suivantes : 


Oz) cs Joe . sin 27? q3 à 
Re Te RU Tr gt Ko 
(2 AU 2 OS ni gere q? AT GES One 
HE AT K \i— 9? K 1— g* KI La K 
:C AE Tor? 
RSR, :1.3K 
FR q? int? | 20 ; TL AR #T 3Tx \ 
MR 9 KT li gt a K I a I }' 
Hp)" T T 
HP Una KR" Pak 
18 D de TA UE AS CNT OR 
ie rt Ke ur K l TE ET 
On tire de ces formules, par soustraction, 
EP T D ET MNT EU", | 2TrE 
DO TTCKR al K 1+ q “RTS 1 g? Vox a 
CH APPELLE 
PONS RS ‘ak 
rar JAN TT 72 ATP q° TX À 
K CL s K rat LI 1— q° SRE ji 
dn'r T q ; re SIT \ 
= Sv-SY ie SEE 
do. sr (— ae 7 1— g$ ! } 
da = de Lot ban ee 
TROT 2 K 2K ÿ Ge 
peur CANDPATT GE AP AE PISRENRIER 
e (: FREE K poeme ET ) 
XXIV. -— Relations nouvelles entre les modules et les périodes. 


Reprenons les formules (p. 250) 


LAS H,(0o) TE. 8(0o) 
êe VA "A 8,(0)” VA ” (0) 
H'(o) 81(0) _ 


Fe Hilo} BLo 
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Si, dans cette dernière formule, on remplace 6(0), 8,(0), 
H, (0) par leurs valeurs tirées des formules (1) du paragraphe 


fra NE H AVE, 
précédent, si l’on remplace H/(0) par | a uré des 


TX =0 
mêmes formules, on trouve 


1 
RO PQ — gg) x (Hg gg)... 


vin ; 
g'U+g}(i+gtP(i+ gi}... x(i1—qg)(1— gg}, 
En supprimant au numérateur et au dénominateur le facteur 


1 
g'G+g}G Hg. Re qe 


il reste 
1 — De G+g}G+ gt Gi+ gs)... .x(1—g2}(1— gt 997. 


formule qui peut s’écrire, en vertu des formules (1) du para- 
graphe précédent, 


RULES 
(3) 25 = 010) 


ou encore 


2 NK : 
(4) (2e UN 29 +290 NES 


Cette formule remarquable conduit à une proposition curieuse 
? _ 4 Le A] se , L4 
d Arithmétique. Dans la formule (3) du paragraphe précé- 

: dn'x k - AA > : 
dent qui donne -——;, faisons x — 0; après avoir divisé par æ 
. dn x ? ; 


nous aurons 


2 3 43 0 | 
GR + EE 0) 


LS 420 cbr 9 4) TEE 
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! 


; : | ù cn æ 
Si l’on traite de même celle qui donne RS 


NT) q ROSES d° je 
(6) (+) +(2) Cr): 


\ 


en combinant cette dernière avec (4), on trouve 


CH 29 +2qg}+ 2994...) 


| 2 3 
=1+4( LR Ts +...) 
1— 9 PRET 0 


( 


N1 


ou bien, en Dee npentee en série les termes du second 
membre, 


(i+a2gi+ogt+oqt+...)*=1+Ag+Bqg?+Cgi+..., 


A, B, C, ... désignant des coefficients entiers et essentielle- 
ment positifs. Si l’on développait le premier membre, il 
devrait être identique avec le second; donc toutes les puis- 
sances entières de g devraient se trouver dans le premier 
membre. Or ces diverses puissances sont des sommes de 
quatre carrés; donc : 


Tout nombre entier est la somme de quatre carrés (dont 
quelques-uns pourront être nuls). | 


S1 l’on se rappelle la formule (p. 262) 


1 9 25 
Ve 2gq9*+2q*+2q * —+ 


FR OVER QT 20? 7... 


la formule (5) combinée avec (4) donnera 


1 ? * 2 x q 5 q° 
3 2 +2qgt+2gF +) = — +. 


ou bien 


25 


1 9 25 % 
F5 ra Mia O4 HE) Kg Bg+Cqt+.. +, 


A, B, C, ... étant tous entiers et positifs. Il en résulte que 
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tout nombre entier impair est de la forme 


+n?+n'?+ n"2 


4 


2? 


n,n,n",n" désignant des nombres impairs; autrement dit : 


Le quadruple d’un nombre impair est là somme de 
quatre carrés IMmpairs. 


XXV. — Formules d'addition. 


Considérons la fonction H(x + a)H(x—a)— (æ); elle 
satisfait aux relations 


0(r+2K)—6(x), 


27 ÿ—1 Me 
—9(x+K /-1) . 
0x 2K' V—1)=06(æ)e 2% Det - 


elle est donc du second ordre aux périodes 2K et 9 RAGE l 
et par suite elle est fonction linéaire de deux fonctions AL 
conques satisfaisant aux mêmes formules ; or @2 (4) 61H02) 
salisfont à ces équations ; on peut donc poser 


H(x+ a)H(x— a)= A62()-+ BH%(æ). 


Pour déterminer A et B, on fera + — o et x — a successive- 
ment, ce qui donnéra 


— H?(a)= A6? (0), 


0 — A6?{(a)+ BH?(a), 


d’où l’on tire 


PME: (0)7 483000) 
el, par suite, 


__@(a)H?(r)— H2(a)8?(x} 
?. 0?(0) 


H(xæ+a)H(x— a) 


En raisonnant d’une façon analogue sur les fonctions 


H(z—a)8(x+a), H(x— a)H;(x + a), 
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on formera le Tableau de formules que VOICI : 


@2(a)H2(æz) — H?2(a)0?(x) 


Hg —-a)H(z+a)=— 


5) 


@?(0) 
H(æ—a)0(æ+a) 
Dh H;(a)@;(a) H(a)@(a) 
a AOCIEN H(æ)8(x) H(o)e(o) H(æ)81(x), 
G) { H(z—a)Hi(x + a) 
__ @:(a)@(a) H(a)8(a), 
“OO MRUNTIONMHS 
H(æ—a)8;,(x + a) 
_ Hi(a)e(a)  _ H(a)@i(a) à 
= H;(o)8(0o) me H: (0)8(0) AE 


O2(a)82(x) — H?(a)H(z) 


| 8(x—a)0(x+a)— ES 


O(x—a)H(x + a) 
_ Hi(a)61(a)H( (æ)0(æ)\+— H(a)8(a)Hi(x) Bts 
8,(0)Hi(0) 


(2) @(x—a)H(x+a) 
_ @(a)@;(a)H(æ)Hi(æ)— H(a)8(a)@(x)8,; CE 
6(0)0:(0) 


O(x—a)@1(x + a) 
_ Hi(a)6(a)H(z)6: (æ)— H(a)8,(a) O(ær)Hilx) 
8(0)H,(0) 


En divisant (1) par (2) et en ayant égard aux formules qui 
donnent snx, cnæ, dnx en fonction de H(x), (x), H(zx), 
O,(x), on trouve 

‘sn2r — sn?a 


SHOD RO NE de a 1 5 
snæ cn adna—snacnæx dnæ 


en multipliant haut et bas par 


snæcnædna+snacnxdnæ, 
il vient 
(sn2æ—sn?a)(snxenadna+snacnædnæ) 
sn(æ + 4) = sn2x cn? a dn?a — sn?a cn?x dn?x 
| (sn?2x — sn?a)(snærcnadna+snacnædn?r) 
Fa sn2æ(1—sn?a)(1--k£?sn?a)— sn*a(1 — sn?æ)(1 —f2sn?z) 
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En effectuant les calculs indiqués et en observant que 
sn°+ — sn?a entre comme facteur au dénominateur, on a 
enfin les formules suivantes: en changeant + en a et & en b, 


snacnb dnb +snbcnadna 


AGE UE 1— 2 sn2a sn2b 


, 
2 


TS Cnacnd =snasnb dnadnb 
Cn(a == 
1— £?sn?asn?b 


? 


A dnadnb = #?snasnb cnacnb 
uen 1— k£?sn? a sn2b 
ina dnb +tnb dna 
1-tnatné dnadné 


nat) 


De ces formules on peut en déduire une multitude d’autres 


qui ont plus ou moins d’analogie avec les formules de la Tri- 
gonométrie, par exemple 


sn(a + b)+ sn(a — b) — Gsnacnb dnb, 

Sn(a + b)— sn(a — b) — Gsnbcna dna, 

en(a+b)+cn(a—b)— Gcnacnb, 

Cn(a+—b)—cn(a—b)=—Gsnasnb dna dn b, 

dn(a + b)+ dn(a — b)— G dna dnb, 

dn(a-+b)—dn(a == ÆGrhASsiasns cna Cnb, 
où | 

(or 2 


1— X2 sn2a sn?b. 


XXVI. — Formules usuelles déduites de la considération 
| des fonctions auxiliaires. 


Les valeurs de snx, cnx, dnx, pour des valeurs particu- 
Bières de la variable x se déduisent facilement des propriétés 
des fonctions 6, H, 9,, H, et des formules suivantes qui 
pourraient servir de définition à SsnT, Cnx, dnx, si elles ne 
s'étaient pas tout d’abord présentées dans le calcul des inté- 
grales ordinaires ; nous nous bornerons à écrire ces formules, 
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leur démonstration ne présentant aucune difficulté : 


Vk (x) k (x) O(x) 
snæ a pour périodes......... 4Ket2K'ÿ—1, 
PA paur périodes: .: ./..: 4Ket2K+2K'y—1, 
dnæ a pour périodes...... NIGER ME 
DA AQUIE DOUr, 1... 6. r—0et2K, 
PAS anale pour... ....2:. æ=Ket —K, 
HU SANQUIe DOUr .\4, 4: ..... z=K-K'y—: ne Ke KIT ES 


snæ,cnx, dnxsontinfinis pour æ—K’/—1et2K--K'4—1. 


sno = 06, CDD = AHO =; 

en NET, CR = 0: in K = 2" 

sn2K — 0, cn2K — —1, EN LUE ES pe 
énK ÿ—11= 0, chK'V— 1 =, dnK'Y—1= =, 


sn2K'ÿ-—1=— 0, cn2K' W—1=—1, dn2K'ÿ=1=—17, 
sn(2K+K'y/—1)=, CD 00 dn 


I 
8 


: 


Sh(2R + 2K V1) —0, cn = +1, dn = — 1, 
5 J— I k —— 
sn(K+K'V—1)= 3 D =— > V—1; dn== 0; 
Le 
sn—#——snT, Cn —Cn?, dn = dn, 
MORT) ==snr,  Cn— enr, ne one, 
— I — 1 dnæ — cn? 
sn(K'ÿ—1+x)— ) CH  dn——#—1 
ksn x Æ snx sn æ 
K cn æ gr Sn re k' 
sn mL) == cn = — À , = ———— 
ne dnx” dn æ dn æ 
sn(2K'V—:1+x)=—snx, cn — —Cn?, dn — — dnæ. 


Quand on change K en K'ÿ/—1 et K’en K ÿ— 1, les quan- 
re nm 
tités gouë “etpoue se changent l’une dans l’autre; 


de même k et k' se changent également l’un dans l’autre en 
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vertu des formules (p- 246 et 150) 


HE 9 2 
HO) RMI TO) M EPA | 
CETRDANATE TEE UC (1+2g+a2qgi+.,..ÿ 
(1— 2p + ap}, .}? 
((+2p +api+...}? 
@?(o) __ 82(0) _ (1—2q + 2qg#—.,,} 
8f(0)  6?(0) x (1+2g+2qgi+...) 


= 


' 


Î 


L 9 2 
NA (opt tant 
(14 2p +oapt nt 


En écrivant alors O(x, k), H(x, k), 5 80 (0/00 
liéu de 0(x), Hz}, "27, ., afin de mettre le module 


en évidence, on a, en changeantK en K'/—1et K'y/=r'enkK, 


TT à NC 
==, +2 D#C0S* 


Ki K' V0 


O(x, À')=1—2p cos 


on en conclut (p- 190) 


8(x, #)— n1(x V—1, k), 
de même 


OCEAN (æy—1, k), 
H(x, = = nai, 0), 


Hi(x, 4) = V— 1,4), 


d’où l’on conclut 


sn (2 Ver A) EME RU En LE k') = 


cn(æ, A) 


an(æy—1, k) = nées 


cn(x, £') 


as ke 


XXVII. — Théorème de M. Mittag-Leffler. 


Etant données des fonctions partout synectiques 


G(——), GT 


EXCEPLÉ ERA AI, el par conséquent que l’on peut SUp- 


lé : a . OS Ÿ \ I 
poser développées en séries entières par rapport à — » 


di 
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I 
Dir ls 
en T qui rendront conver£ sente la sèr Le 


» «++, U existera des polynômes P,, P,, ... entiers 


(i) (Pi Gi) + (Po + Go)+.. + (Pr + Gn)+e.. 
DOME CEE en dy, Anse © eŒnyeee « 


En effet, décrivons de l’origine comme centre avec un 
rayon infini R un cercle, décrivons autour de chaque point a, 
comme centre un autre cercle de rayon r, assez petit pour 
qu'il ne contienne aucun des autres POINTS Gi, Gas + » «5 SL C'EST 

"possible on aura 


ne I 1z 
I dz 
fa. 


les intégrales étant prises le long des cercles de rayon R et r,. 
La fonction G(——) 


(p+ 247, t. IT), la première intégrale qui figure dans cette 
formule sera nulle et l’on aura 


tendant vers zéro pour z — 


nous pourrons donc poser 


G I TELE CRU —) 3 EAU ds 
(x) =—? nr Z— ay) zU(3— x) amy 


P, désignant un polynôme entier en x de degré 4 que nous 
allons déterminer de manière à rendre la série (1) ou, ce qui 
revient au même, 


Y=o 


or 


convergente. 
L. — Traité d'Analyse, IV. 18 
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Soit «, le module de 4, ; soient M, le maximum du module 
de G, sur le cercle r,, p le module de x : le terme général de 
la série (2) aura un module inférieur à 


2T 
104 ARR PO TUE 
M dû 
J 1e ( (ay —=ry CD 7) SE 


obry 


ou à 
br Mie EPP TRES 
CL — Ty )E Ca —= Ty +, p) 
la série (2), et par suite (1), sera convergente si pe est choisi 
de manière à rendre 


| Meur, 

> (ay — Try )(ay — 7y— 06) 
convergente, ce qui est toujours possible en prénant y assez 
grand, puisque p finit par devenir plus petit que &—r,. 

Alors la série (1) représente une fonction synectique de x 

excepté en &@i, Gs, ++, qui sont des points essentiels. Elle 
représente même, à une fonction synectique près pouvant 
avoir un point essentiel à l'infini, la fonction la plus générale 
douée des points essentiels &,, &», .... 


XXVIII. — Théorème de Liouville. 


Soit f(x) une fonction du second ordre possédant les 
périodes w, s et les infinis «, $s — x. Soit F(x) une fonction 


possédant les mêmes périodes et les infinis P4, Po, -.., Pin. 
F(s)ds 
Ja) —f(e) 


des périodes est nulle; cette intégrale peut être remplacée par 


L'intégrale de =——— 


j prise le long d’un parallélogramme 
une somme de PNR Les résidus relatifs aux infinis x et 

he F(z) F(T' SRE es 
ST RE Faye tan) LAC) CAGE AR 
f(x) est égal à f(s —zx), ou que f(x) e égal et de signe 
contraire à f'(s — x), la somme de ces résidus est 


ÿ; en observant que 


F(z)—F(s—zx). 
f(x) î 
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on a donc 
F(z)—F(s—zx) I F(z) 


F'(æ) TV (0) (a) 
. lintégrale étant prise autour des seuls infinis de F(z), ou, 
si l’on veut, 


(1) F(e)— (a) (LT 


| : . (Cz)F(z PUS 

En traitant la fonction Je) (a) comme la précédente, et 
f(z)— f(x) 

observant que la somme des résidus relatifs aux infinis “, 


F(z)+ F(s—x)—F(a)—F(s— «), 
on a 


(2) F(z)+F(s—x)= F(x)+F(s— HE 


| Or de (1)et (2) on tire 


DRE; Ge FG—2)1+ 2 OUT EF CN 


ou, en appelant p l’ordre de multiplicité de l'infini 6, 
| F(x)= 3[F(a)+F(s—2)] 
() 200 D EE Ru ALP 10 
| A lee (8) 
où l’on a posé 


F(z) 


0;(3 os oran 
(a) (s—= PrDTE 


= F(z3)(2— B;}v. 
Dans le cas où les infinis de F(3) sont simples, on a 


D 1 ue: EN'O(BIF(z) + f'(B)] 
(4 bis) F(x) = s [F(x) + F(s «)| AA de 5 Da NIRTLENERrTTETAT UN 
Si la fonction F(x) avait des points essentiels, la formule (3) 
aurait encore lieu, mais, pour pouvoir l'appliquer, il faudrait 
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se donner la nature de ces points essentiels, c’est-à-dire les 
fonctions G& considérées dans le théorème de M. Mittag- 
Leffler. Un point essentiel a de F(a) donnant lieu à un dé- 
veloppement 


G( L = ++ __ AT 


GE æ—a (x—a} TT 


introduira dans la formule (4) ou (4 bis) des termes de la 
forme | 


L [a F'(æ)+f'(a) | As d f'(æ)+f'(a) 
2 [°" f{æ&)—fta) 7 1 da f(x)+/f(a) 
A, & f(e)+f (a), | 


TE TAUNTTUS 


1,2 da? f(x)—f(a) 100 
De là on conclut le théorème énoncé par Liouville : 


Toute fonction aux périodes w, & peut s'exprimer en 
fonction rationnelle d’une fonction aux mêmes périodes 
du second ordre et de sa dérivée st elle n'a pas de points 
essentiels. 


Mais Liouville n’avait pas donné la forme de la fonction F(x) 
au moyen de f(x). Je l'ai donnée pour la première fois en 18978 
dans les Vouvelles Annales de Mathématiques. 

Les formules précédentes ont besoin d’être modifiées quand 
les fonctions f et F ont des infinis communs; alors, au lieu de 
développer F(x), on développe le quotient de F(x) par une 
puissance convenable de f(x). | 


XXIX. — Formules d'addition. 


Appliquons le théorème de Liouville à la recherche de 
sn(x + a) en fonction de snx. Si, dans la formule (4 bis) 
du paragraphe précédent 
J'æ)+f (8) 


PAG EME ET NE 
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on fait 
F(æ)=sn(t+a), f(æ)=sn?, 
on aura 


a—=K'y—1, s—92K, B—=K'y—1—a, B=2K+K'Y—1—a, 


0,(æ)= sn(æ+ a)(x — Ke ca), 
0(æ)= sn(x + a)(x —K'yÿ—1—2K+a) 


ou 
| sn(æ+a)(r+K'yÿ—1+2K+a). 
Oron a 
D Re eee ne : 
ksn(z+K'y—:) ksn(æ—K'yÿ—1) 
donc 
FOR PAK VEr + à 
LR 2 UT NO LT is pe 
ksn(x+a—K'y—:i) 
et, par suite, 
H(B)= 7: 
On a de même 
Le A VI EG y PNR VITE QUE. 
M Fsn(z + ar K'/—1:) ksn(2K+K'ÿ—1—x—a) 
donc | 
I 
0:(B2)= — 7° 


Enfin F(a) ét F(s— x) sont égaux à sn(a 1e RE 0) et à 


sn(a—2K—K'y—:1); ils sont donc égaux et de signes 
contraires; on a donc seulement 


sn'æ+sn'(K'/—1—a) 
snx — sn(K'y—1— a) 
1 sn'æ+sn'(2K + RASE ta) 
k snx — sn(2K + K'V—1— a) 


2sn(x + a) = 


| + 


ou bien 
sn'æ + sn\(K'/—1— a) __snæT— sn (K'/ÿ—1—a) 


FAT — —1 
2ksn(x + a) snæ—sn(Ky—1—«a) snæ+sn(Kyÿ—1—a) 
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ou bien encore 


2k sn(x + a) = — 2sn'æsn(Ky—1—a) +2snzsn(K#—1—0) 
aies sn? — sn?(K'Y—1— «) 


Or 
 J— I ur 1 — sn'«& 
— 1— ES ie sn (K VESTE EE 
sn (K'V—: a) ksn a’ a V a) ksn?a”° 
donc 
snæsn'& + sn'æsna 
ksn(æ+a)—— Æ 
on Æ2sn2xsn?a —1 


et enfin 
, snæsn'&+snasn'r 


1— £2sn2rsn?a ? 


sn(T + a) — 


c'est la formule déjà trouvée plusieurs fois, car on sait que 


sn'a —Ccnadna, sn" — cn nr. 


XXX. — Multiplication des fonctions auxiliaires. 


Le théorème de Liouville permet de calculer sn max, 
cnmx, Anmx en fonction de snx, enæ et dnxæ, mais on 
préfère ordinairement employer la marche suivante. On s’ap- 
puiera sur les formules (p. 269) 
®?(a)6?(x)— H?(a)H2(x) 

@?(0). 
O?(a)H?2(x)— H2(a)02(x) 
a 
0(a)6?(x)— H?(a)H?(x) 
H?(a)6?(x)— 6?(a)H?(x) 

8?(0) 


O(r+a) O(xr—a)— ; 


H(xz + a) H(x— a)— ; 
O1(x + a) O1(x — a) — 


_H(x+a)H;(x— a)— 


Désignons d'abord par n un nombre impair, et considérons 
les fonctions O(nx) et 


E A'CVLIER 
fon pe(e2%E, 228 ‘), 


dans laquelle m et m! doivent prendre toutes les valeurs 
nt | NN — I 


Dr de 2e inclusivement, 


+ , n 
entières comprises entre — 
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valeurs qui fournissent alors n°? facteurs au produit 1 |. Les 
deux fonctions en question satisfont aux relations 


0(æ +2K)— 1 


= (n2x-+n° K' V 1). 


0(æ—2K W—1)=— ; 


elles ont les mêmes zéros : donc leur rapport est à la fois 


doublement périodique et toujours fini, donc il est constant; 
on a donc 


; 4 K HRUVEE 
O(nx)= À | Letr+, LEUR 5 nf 
# 


faisant alors usage de la première des formules (1), en grou- 
= P ) 

pant convenablement les facteurs du second membre, on 

trouve 


@(næ)8"—1(0) 
[2 es Ra 2m RÉ 1) 
H?(æ) 


=e(2)[ || D RE in Tr pre 
“4 “ o(2mK + 2 NV E) 


Lo n 


on trouve de même 


HOrci071(0) 


CIEL he RER RE 


=nH(x) ] À (x) — TE | _. ve | 


O(nx)9"—1(0) 


Un 2m ARE 
74 2 
COIIIROE AC MEET En RS 


[42 


Hi(nz)@"—1(0) | 


e (22 m K om'K'V—1: 


8 =H(2)[] E2(x) — Te ma 


42 


280 CHAPITRE VIII. 


Par division, on déduit de ces formules snnx, cnnæx et 
dnnæx, et l’on voit que ces quantités sont de la forme 


ST =SnT —)» ne CR dnnx = dnæ =, 


V à 4 V 


P, Q,R, V désignant des polynômes en snx de degré n?— 1. 
.S1 A est un nombre pair 2m, en vertu des formules 


2snæwcnudnu 


sn2au = - 
1— Æ2sntu 
cn?u —sn?2u dn?u 
Cn2u — 
I1— £2sn*tu 
dn?u — k?2cn?u sn?u 
dn2u — " 
1— £2sntu 
on voit que 
snæcenædnæP 
sn2N% — ; 
V 
Q d nu 
Cn2MmT—= ©; n2MT = —: 
V V 


P sera du degré 4m?— 4, Q, R, V seront du degré 4 m? 


en Sn x. 


XXXI. — Multiplication des fonctions elliptiques. 


Proposons-nous d'évaluer snmzx en fonction de sn. Nous 
distinguerons deux cas, suivant que m sera pair ou impair. 


Premier cas : m» impair. — Les périodes de snmæ sont 
4K  2K'y—1:1 . . 2ÜHT QÙ+I pare t 
SRE Are, ses infinis sont 2K + K'—:, 
nm nm nm nm 


: 21K DANIV TT ; ; » 
ses zéros ma: + DS - Ces zéros et ces infinis sont au 
nombre de 2 m2. | 
On peut grouper les zéros deux à deux, de manière que 
leur somme fasse 2K ; on peut également grouper les infinis 


deux à deux, de manière que leur somme fasse 2 K ; soient 


A1 Lis Lo, &,+ -. les infinis K'/—: et2K+K')/—: excep- 
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tés; y, 4), Gr, &,, ... les zéros o et 2X exceptés. Suppo- 
sons a + à, — 2K, & +a, —2KkK,...a+a,—=2K,...; 
considérons enfin les polynômes 


P—(snz—sna;)...(snæ—sSnam-1), 
Q—(snr—sna)...(snT—sn%mz—1). 


Psnx 


Q 


soma; donc, en appelant C une constante, 


La fonction 


a les mêmes zéros et les mêmes infinis que 


Psnx 
snmæx = À ——; 


Q 


et snmx s'exprime rationnellement en snx. On peut déter- 


miner la constante C en écrivant 


snnmæT C b 
SERA Q 

Si l’on fait x —0o,ona 
sn œ: sn (42) ..… sn À yn2—1 L 


NV ; 
SN A1 SN A0 SD Xynm?—1 


ainsi CG est connu. 


Deuxième cas : mest pair. — Les infinis de snmz peuvent 
toujours être groupés de façon que la somme des deux infinis 
d’un même groupe fasse 2K; aucun de ces infinis ne peul 
être égal àK’ ARR ou à 2K + LUTTE cette fois snmz n’a 
pas d’infini commun avec sn x. 


Groupons les zéros comme tout à l’heure; les zéros étant 


Kz K'z' 
de la forme —_ E Aus 


V—1, ils pourront devenir équiva- 
nt 


lents à o ou à 2K qui sont les zéros de snæ; si l’on a ”—=0 
et i— 0 ou  —0o et it — m, les zéros de sn'x = cnx dnx 


sont K, 5K, RER, JURA /E 2 5; ceux de snmx 


9 


(2 «| 
avec t —0 


RE À m 
pourront leur devenir égaux pour = - ou 


m 


ou L — KE Formons alors les polynômes 


U—=(snx —sna)...(snr—snamx), 


_V=(snxz—sna;)...(snx — Sn%m:), 
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les Quatre zéros communs à snmæx et à sn/x ou à snæx ne 
figurant pas dans U, et considérons l'expression 
U 


= Sn Sn TZ; 


V 


elle a les mêmes zéros et les mêmes infinis que snmzx : donc 


UÜ : 
snnT= IC y SnZsn, 
C désignant une constante facile à calculer. 
Il est facile de voir que les polynômes P, Q, U, V ne con- 
tiennent que des puissances paires de snx, carsnmzx est fonc- 
Lion impaire de sn x. 


XXXII. — Méthode d'Abel. 


le P 1 
sn Au est de la forme = ou = /(1 — x?)(1 — k?x?), suivant 


QY00 


que m est impair ou pair, P et Q désignant des polynômes 
entiers en æ — sn. Abel a indiqué deux équations différen- 
telles auxquelles satisfont les polynômes P et Q et qui per- 
mettent alors de trouver ces polynômes par la méthode des 
coefficients indéterminés. Posons 


Vksnu = x, VÆsnmu = y, 
on a 


du — : ee 
a? 2 L? 5. L'\ICORES 
VG-%)(-4 7) mf/( F)C—e F) 


. Y 
ou bien, en posant # + 7 = 20; 


dx dy 


VI—2a27?+ x myi—2ay?+ y# 


ou 


dy\? 
(2) (—a2ar? + vi) — m?(1— 2472 + y) — 0: 
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en différentiant, il vient 


dlogy 
dx? 


(1—2ax?+xt)+2 __ (æi— ax) — m°? (r— 5) 0 


maintenant posons, en supposant 7 impair, 


nous aurons 


dæP dP \ 2? | dP I 
æ 2 k 1 fo Sas P 202! — 
1e 2aT +) [P La (£ ) |+2e ax) + m8 QE! pe 


=} at -+at)|Q FE (Races 20 + me Pa : 


dx? \dx Q2 : 


P et Q sont des polynômes premiers entre eux; l'équation 
précédente doit donc se réduire à une égalité entre deux 
polynômes entiers du second degré, et l’on peut ajouter que 
ces polynômes sont pairs. En faisant x — 0 et —,on voil 
que chacun des deux membres de la formule précédente est 
égal à m?x?; on a donc 


dP dP\? 
ee 2 ph 2-0} ea 
(1— 242? + x )|P Tu (&) | 


+ 2(23— ax)P _ + m(Q2— x2P?) = 0, 


(5 —2ax?+ #)| 0 ee on () | 


+ 2(23— ax)Q ie + m(P2— x2Q2) = 0. 


è P : 
Lorsque m est pair, on peutencore poser y — Q” mais alors 


P ne sera plus un polynôme entier, mais bien le produit d’un 
polynôme entier par le radical Vi—2ax?+ x"; néanmoins 
un raisonnement analogue à celui que nous venons de pré- 
senter prouve que P et Q satisfont aux mêmes équations diffé- 
rentielles. 
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XXXIII. — Intégration des fonctions doublement périodiques. 


Les fonctions doublement périodiques sont intégrables par 
les fonctions @. Pour le démontrer, considérons une fonction 
F(x) aux périodes w et w; soit 0 une fonction, telle que 


0(x+w)=0(x)eaxrar, 
(1) 0(æ +) = 0(æ)eta+r, 


am — bw = 2ir Wÿ—1. 


S1 l’on considère l'intégrale 


I 0'(z — >) 
| © | EF AT RIRE, 
(2 27 W—1 (æ) 0(z—x) 


prise le long d’un parallélogramme des périodes ayant son 
origine en un point #,, on la trouvera égale à 


Lo +0 -f/ im r ET 
t d F( [es æ) V(xo+m+z R | as 


27 WV—1 0(to+s—x) (rtro+s- 2) 


+ [ro [fees 0 ED] a. 
2TW—1 %, 


Vto+w+z—x) P(r+z x 


Or de (1) l’on tire 
O(æ+uw) 0'(æx) tu 
0(T+w)  6(z) 
d(æ+w) (x) 

Ü(r+w) O(x) w 


a, 


“D;- 


l'intégrale (2) devient alors 


: Lot > Xo+T 
2 = I if BTE #2 I ‘ 


Lo 


quantité indépendante de x, que nous appellerons C. D'un 
autre côté, l'intégrale (2) est égale à la somme des résidus 


de F(3) Ada). 51 la fonction 8 est alors choisie du premier 
0(z—x) | P 
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ordre et de manière à s’annuler pour 3 = %, le résidu relatif 
à æ sera F(x), et l’on aura 


er 


G=F(z)+ IN) Re TE, ne 


la double parenthèse indiquant que le résidu est relatif aux 
seuls infinis de la fonction F(z3); soit « un infini de cette 


fonction, on aura, en supposant F(:)— œ ie EE 
p(z) OCz—x) 
BR F(æ)+ Étui 0(3— x) 
ou 
Fa dn-1 o(z Z) 0'(z— x) 
F(æ) = C— a (5. SEM mnt Ÿ  E 


formule facilement intégrable par rapport à x. 

La méthode que nous venons d'indiquer est due à M. Her- 
mite, et nous allons bientôt en faire des applications. Disons 
toutefois que le calcul d’une intégrale peut être assez simple 
en lui-même, pour n’avoir pas besoin de recourir au procédé | 
que nous venons de rapporter, ainsi, par exemple, on a 


NU u du 
14 = f[ Va una Fu) 


en posant snæ—u; si alors on prend pour variable 3 = w?, 


on trouve 


7 { L dz 
Î snx dx = f 2, 
2\ 3 «2 72 
È o Vi—Gi+k)s+ktz 


et l'intégration s'effectue sans difficulté. 


XXXIV. — Cas où les périodes de la fonction à intégrer 
sont 2K et 2K'/ —1. 


Si la fonction (2) a pour périodes 2K et 2K/V— 1, l'in- 


tégrale Te 
Te (32) H(3— de 
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prise le long du parallélogramme des périodes, a une valeur 
constante C, et cette constante est égale au résidu 


_ H(z— x) 
SES 


ou, en appelant &,, &, ... les infinis de TURN 


1 dr-1 LH'(z—%x) 
fe)+ 1-3 | Te ea] 


en posant, pour abréger, f(z) —v(z)(z — a)*, n désignant 
l’ordre de multiplicité de l'infini «. 
On voit ainsi que f(x) est développable en une suite de la 


forme 


RES Hire at d H'(x—a) 
OR EL H(æx — a) 0m 


éminemment propre à l'intégration : C, A, B, ... sont des 
coefficients à déterminer; quant aux coefficients À, ils satis- 


DRE 


en effet YA est le résidu de f(3) relatif au parallélogramme 
des périodes. 

Si la fonction f avait des points essentiels, son développe- 
ment se ferait d’une manière analogue, mais il se présenterait 
sous la forme d’une série ; pour l’effectuer, il faudrait se don- 
ner la nature des points essentiels (vorr $ 28). 


font à la relation 


XXXV. — De l'intégrale elliptique de seconde espèce. 


L'intégrale elliptique de seconde espèce 


te zx? dx 
o VU) — Az?) 


se transforme en 
TX 
ÿk sn27 dæ, 
0 
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quand on y remplace x parsnæ, et c’est cette intégrale que 
nous allons étudier. 


Décomposons à cet effetsn?x en éléments simples par la 
méthode de M. Hermite. Ses périodes étant 2K et 2K'/— 1, 


on posera 
I H(z3—7zx) 
C= —— foie TEE dz 
2TY—1 _H(z—x) 


l'intégrale étant prise le long d’un parallélogramme des 
périodes, et, comme H(z3 — x) n’a qu’un zéro x, on aura 


Le H'(z — 
(1) C = sn2æ + J(( sn?3)) He 
Or on a 

snT — FR es 


sn?x n'aqu'uninfini, maisilest double, etil est égal à K//— 1. 
En changeant x en K /— 1 + L dans la formule précédente, 
on trouve 


201 H(K'yÿ—1+A) 1 @(A) 
K y — He = — ; 
sn ( V I + Lie VE E(K'/—1 1+A) AVE H(A) 


à - Fa : I 
le résidu qui entre dans la formule (1) est le coefficient de ; 


dans le développement de 


sh?(Kyÿ—1+A) HR Ur D A) 


HIS Te À) 


4 = ! @2(h) ES ee 


k H2(h) [| 8(A— x) 2 K 
ou de 


UE À: [LE SEA 


Æ2 sn? O(A— x) 2 K 


or la limite de _. pour À — 0 étant un, le résidu cherché 
sera 

CALE 2 PA QLUN Denir).-erce) 

O(x) Æ Pen) 
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on aura donc 
1 @"(æ)0 (x) — 0"2(x) 


2 
C=sn?7 + — 7 O2) 
el, pour æ — 0, 
LAMEAIO (ON 
Ge Æ2 62(0)” 
d’où l’on tire 
@"(0o) @"(x)0(x)—08"2(x) 
k2 SDS Ses ut NO RES 
CES ER ®?(x) 


S1 l’on intègre et si l’on pose 
4 ve 
Z(a)= f kÆ?sn?x dx, 
0 


on a finalement l'expression que Jacobi appelle l'intégrale de 
seconde espèce Z(x), à savoir 


_ 80), (x) 
IT Er(o) ? 7 6(&) 


La fonction Z(x) est donc monodrome et monogène et 
s'exprime au moyen de la fonction 0; réciproquement on 
peut avoir @ en fonction de Z(x). En effet, de l'équation 
précédente on tire 


É. 1 
@"(o) x? (x) 
= —— 1082 
è ZOPE 020) 2 °8@(0) 
et, par suite, | 
æ "(0 2 
=f Z(æ)dx mors e(x) 
0 Ée @(o0)’ 


Sn 1 dE 
(x) = E(0)e?*0 3 0 - 


XXXVI. — Addition des fonctions de deuxième espèce. 


8"(o) 
82(0) 


On a trouvé, en posant € — ) 


Z(x) = lsnrdr={tr Ten 
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on en conclut 


Z(xz + y) = e+n— TD, 
Len) = ten) ED: 


. donc 


Zap) +Z(z—y)—22Z(x)=02 ae — Fo Tes 


ou bien 
dd, @(T+y)e(z— 7) 


DR Gr —Yy) —al(e)= — los ES 


Or on a trouvé (p. 269) 


Dan PO) HERO, 
la formule précédente devient alors 


d @2(x)92( y) — H? 2( 
L(a-+y)+2(œ— 7) 210) — 7 log PROD ON) 


2? 


93(0): 
d(y)’ 
en ayant égard aux formules qui donnent snx (p. 262),on a 


td 
où nous avons introduit sous le signe Te la constante 


Le y)+Z(x—y)—22(xz) = — fe log(1 — £?sn?xsn2y) 


ou, finalement, 


2k?sn?ysnxcnx dnæx 
1 A2$niæsn2y 


ZL(x+y)+Z(x—y)—22Z(x) — 


Changeons x en y et y en +, en observant que 
Z(—zx)= —72(x), 
on à 


F 2k?2sn?x sny cny dn 
ne 


L. — Traité d'Analyse, IV. 19 
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en combinant cette formule avec la précédente, il vient 
L(x+y)=2(x)+Z(y) 


, Æsnx sny(sny cnædnz+snædnycny) 
1— Xsn?zsn2y 


ou bien 
(1) Z(x+y)=2(x)+Z(y)+/Æsnrsnysn(x +y). 


C’est dans cette formule que consiste le théorème de l’addi- 
uon des fonctions de seconde espèce. On en déduit, en chan- 
geant y en — y, 


Z(z—y)=2(x)—2(y)—ksnxsny sn(x — y). 


Ces formules, comme on le verra, sont susceptibles d’une in- 
terprétaton géométrique remarquable. 


XXXVII. — Intégrale elliptique de troisième espèce. 


L'intégrale de troisième espèce, que l’on peut mettre sous 
la forme 


I 2213 
RE 
RTE n22z? Vi — 32)(1 — K222) 


prend la forme suivante quand on yfaitz—snæetn—ksna: 


1 dx sn?x 
1— Æ2sn2a sn?2x 


0 


) . ’ sn?æ 
Pour obtenir sa valeur, nous décomposerons 
1— k?sn?a sn?x 


en éléments simples; à cet effet, nous poserons 
dz sn?z H(PE 0 
SERRE FA = 1— £?sn?asn?z H(z — 2) 
sn?æ 
— 2 sn?x sn?a 


si l’on suppose l'intégrale prise le long d’un parallélogramme 
des périodes, la quantité C sera constante et l’on aura, en. 


I ayantpourpériodes2Ket2K//— 
la fonction - yantpour pé e V2, 
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observant que H(z — æ) s’annule seulement pour 3 — >, 


ee sn? AE sn?z H(z—x) 
1— £?sn?2a sn?x ViCTIRE Æ?sn? a sn?z)) H(z— x) ; 


Pour évaluer le résidu qui figure ici, nous commencerons 
par résoudre l’équation 


1— Æ?sn?a sn°z — 0, 
que l’on peut écrire 


_ y H(z+K'y—i) 
sn?z H?(3) 02(3 + K'y—5) 


= Ksn?(s + K'W—5) 


Æ2 sn? a — 


ou 
sn?a — sn?(z + KT}; 
on üre de là 


Sn de + sn(z + K VE). 


d’où l’on conclut 
Sea K eV Tr: 


le résidu que nous cherchons sera alors 


Re Hz) mi ts KE V—T., He») 
De 2 "H(z—x) Fa 1— Æ2sn2a sn2z im 


ou, au signe près, 


sn?(a+ K' VE) H'(a-K' Verte æ) 
2k2snacn(a+K'y/—1)dn(a+K'y—1) H(a+K'yY—=1—x) 
ous KV 1) H'(—a+K yÿ—1—x) 


_ sÆsn°acn(a —K'y—;1)dn(a — K'ÿ—1) H(—a+Ky=1=z) 


ou enfin 


. I @(T—a)  6'(v+a) 
2k?snacnadna 8(z—a) O(æ+a)|? 


on en conclut 


Due sh? I ere 2) 


1—/{?2sn?asn?x 2k?snacnadna O(T— a) : 6(r+a) 
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Pour æz — 0, on trouve 
£ A (a) I 


c=— OR 
? @(a) 2/2sna cnadna? 
on en conclut 
2k?snacnadnasn?æ  6'(x—a) 6'(x+a) LL 6x) 
1— Xsn2asn?z @(x—a) O(x+a) se O(a) 
et, par suite, 
* Æ2sna cna dna sn? x@'(a) O(æ—a) 
Se , Che + log =. 
à 1— £sn?a sn?x (a) O(x + a) 


On voit, en résumé, que toutes les fonctions elliptiques dé- 
pendent d’une seule et même fonction 6. 
Si l’on pose, avec Jacob1, 


X po 2 
A n(æ,a)= f RSAGONGNRENE 7 
0 


1— £2sn2asn?x 


la formule précédente s’écrira 


(2) (x, a) = rue Llog RARE ce 


E(a) ? PE(æ+a) 
et, en changeant x en «a et a en x, 
a8'(x). 1 O(a — x}, 
IT — + 109 —— 2 
(a) (x) 2 BST 


en soustrayant ces deux équations l’une de l’autre, on a 


x0'(a) 1-48) 


N(&, 4) N(a, &) = RASE 


ce que l’on peut encore écrire 
U(xz,a)—TH(a,x)=xZ(a)—az(x). 


C'est dans ces dernières égalités que consiste ce que l’on 
appelle l'échange du paramètre et de l'argument. 

Si l’on divise les deux membres de (1) par & et si l’on fait 
a = 0, on trouve 


ÿ 4 
HAL 2) =f k?sn?x dx, 
a À | 
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c’est-à-dire 
Dray) 2 
;: VAR D 


lim 


La formule (2) donne alors la formule du paragraphe pré- 


cédent 
Q'(x) 
E(x). 


Z(x) = Ex + log 


XXXVIII. — Intégrales complètes. 


Les quantités 


K ‘ 
J = f k2sn?x dx = Z(K), 
0 


Le K+K'y—1 LES 

Vis f ksn?x dx = Z(K+K'y/—1)—Z(K) 
K 

s'appellent les intégrales complètes de seconde espèce; si, 

dans la formule | 

O'"(x) 

et 7 et Ep 9 

LL) Ca O(æ) 

Ondatr—-kK.'ona 


(a) Lite 4e. 
si, dans la même formule, on fait x —K+K'}/—1,0ona 


1— er SK+K' V5), 
(GG) J+JV—1=t(K+K'V—:) PR Te 
or 
O(zæ+K'yÿ—1)= te) 
d’où 
(+ K'ÿ—1) _ H'(x) TV—1 
e(r+Ky—1) H(x) 2 K 


et, en faisant x —K, 


E'(K+Kÿ—1) _ H'(K) _ry—1 
(RER R VEN EE CK) 2K 
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Donc (b) donne 
H'(K) ‘ rÿ—ù 


J+Jy—i=E(K+K y) 


H(K) 0er 
et, en vertu de (a), | 
RSS pre 00 D'UN 
PYRENEES 


Mais, si l’on forme la dérivée de H(x) et que l’on y fasse 
æ = K, on trouve H'(K)= 0; donc 


JV = KT + 


_ 
2 K 


ou 


T 


si l’on rapproche cette équation de (a) et si l’on élimine €, ona 
(3) VREKIER, 
2 
relation remarquable entre les intégrales complètes. 
Il est facile de voir d’ailleurs que 
Z(x+2K)=7Z(x) +2} 
Z(x + bK =D = Z(æ)-4 27 y 
Si, dans l'équation | 
(x, a)—T(a, æ)=aZ(x)— xZ(a), 

On HA ER ED ER PR SES posant IT(K, a)— II, 
IT (K + K'— PC ITR a)=Il— 1eten observant que 
(a, K)=o os vet ‘11e; KE KV SI 

on a 
= U(K,a)=aJ—KZ(a), 
V—il'= aJ'ÿ—1—K'Z(a)ÿ—1; 


en combinant ces équations de manière à éliminer Z(a), on 
trouve, en vertu de (3), 


RATÉ" _ 
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XXXIX. — Les fonctions Al de Weierstrass. 


Reprenons la formule 


# O"(x), 
Z(x) = x — O(x)? 
on entire 
rs x? O(x 
Z(æ) dx = C— — log—— 
J 2 °@(0) 
et 
H 4 ; 
SL OU 2 e(x) 
e 14 20 © ° 
O(0) 


C'est cette fonction que M. Weierstrass désigne par Al(x): 
il pose 


7 éd 
— Z(x)dæ x? 
ie —6—60(x) 
1 0 Æ: 2 
Alz —e == E(0)’ 
—{T H(x) La 
a(o) XK 
| ee EH )/E 
Abzæ=— Alxcnx — € 8(0) K 


© 6,(x) FX 
Al — — 2 &° 
3% | Alx dnx e E(0) V? s 


ALT=AlSenTz (= é 


? 


on a alors 
Al +" Alz— Al, 
Az + £A2AÏ?zx — Alx. 


Les fonctions Al ne sont plus périodiques, mais elles appar- 
üennent encore à la classe des fonctions auxiliaires ou fonc- 
uons thêta. Les formules relatives aux fonctions ® donnent 


Al(æ+2K)= Alze-2x+k), 
Ali(x +92K)= — Alix e-2x+E), 
AL(æ—+2K)=— — Alzæxe-2x+k, 
Al(æ+2K)= Alæxe-2lx+k, 


Al (x+2K V—1)=— AI e-2%V-1(œ#Ky 1), 
Al (æ +2 K'Vÿ—1)=—Alre-2 1-1), 
Al, (æ + 2K V—:) = Ab æe-2%/1(x+Ky1), 
Al; (œ + 2 K’ V0) _ Alæe-%"/1(x+k y") 
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XL. — Utilité des fonctions Al pour le devant 
en série. 


Les fonctions @ sont développables en séries ordonnées sui- 
vant les puissances croissantes de x, mais ces fonctions sont 
loin de se développer aussi facilement que les fonctions Al, 
dans le développement desquelles le module entre sous forme 
entière. Pour effectuer le développement des fonctions Al, on 
part d'équations linéaires que nous allons d’abord établir. 

On a trouvé 

TL O' 
Z(a)= f K2sn27 dr = Cm 
d (0) 
donc 


d'log@(zx) 
dx? 


+ A2sn?x = à; 
si, dans cette formule, on remplace x par x +K, 
K'Y—T, &+K+KWY=r, 


on a les formules suivantes : 


d'log@(x) 


LEr HARENI TE Se 
dlogH(x) PE IRD t 
dx? MN EN 20 TPE 
d'log@,(x) un CON 
dx? RE dn?2z ‘ 
dlogH;(æ) dn?z ’ 
da? à VOA NTEr 


En introduisant alors les fonctions Al, on a 


d'Al dAI 
— UE + 
A DS (TS ) + + H2A12 — 0, 


d? Al, dAl, 
dx? 


(a 
1, PAB -(T 
ne 


Al =) —- Al2 — O, 


ee) + AF=0 


=) MA à 


(a) 


Al dx? 
1, Al 
| Al dx? 
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Ces équations du second ordre sont éminemment propres au 
développement en série par la formule de Taylor, car on peut 
en déduire les dérivées successives des Al; nous n’effectue- 
rons pas ce développement, nous ferons seulement observer 
que les coefficients du développement sont des polynômes 
entiers en #? (p. 127). 

Si, entre l’équation 


d'log@ 
Fire + k2sn?x = 
ou 
d? log AI 
7 + Æ2sn?2x — 0 
et 
sn'2æ —(1—sn?x)(1— k2sn?x), 


on élimine snx, on aura 


Bu Ad du Ft du A 
dr Pr Nr RME rl nR ee 


TE d du 
u désignant logAl(x). En faisant 25 —v, on a 


d: 

_ == 2 UE + v2)(r + A2v2), 

fi d21og Al; à : F É 

et les quatre fonctions 2?" satisfont à cette équation. 
dx? 
XLI. — Équations aux dérivées partielles. 
On a 

Le 1 #4 MIA 


Q(x)—=1—2g cos + 2q*cos —— 


K 
Juuntre 
+(—1)229" cos KR 


on en conclut 
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D'un autre côté, on a 


00 : TL 
q ch = —2q cos 7 = ste, Ag cos re 
Ta t ATX rqx OK. 
— (29 sine — 2q*2 sin —— TK ….) F2 Do 
il en résulte | 
00 209260 gx 0K 08 
D) æ  K 0g 02° 


si l’on remplace © par Al, on trouve alors 


02 AI AL OAI 
FT res LLC 2 22 A TS 
Te + 2423 2kk' SE + k232 AI — 0. 


On arrive d'une facon analogue à des équations différentielles 
pour Al,, AL, Al,, ne différant de celles-ci que par le der- 


nier terme qui, au lieu d’être 4232 Al, est 


(K?+ H2a?)Al, (1+ Æ2æ?)AL, (A2 + k2x2) Al. 


CHAPITRE IX. 
FONCTIONS MODULAIRES. 


I. — Équations différentielles entre les périodes. 


Désignons par A le radical ÿ/(1— x2)(1— 2x?) et posons 


D dx 2 x? dx 
LE À si = N 2 


les intégrales étant prises le long d’un contour fermé conte- 


nant deux deszéros de À, on aura 


(1) 


De lPéquation identique 


DPI T1) QT TRE k'2 x? 


dx A MNT 272); 


en vertu de (1), on tire, en intégrant, 


ME LL ET au. 
(2 — p a Apr 0 
d’ailleurs on a, en vertu de (1), 

du de 

CR RON 
(3) | TA k RECU: 


300 CHAPITRE Ix. 


Ces formules (2) et (3) conduisent aux équations du second 
ordre 


L d À , du ; 
(4) 2 |) 7 it 
d de | 
L A RS 3 k£3 © — . 
| (92 dk [ces 2) | DR 


Les équations (4) et (5) sont satisfaites quand on remplace w 

par une période quelconque de l'intégrale elliptique de pre- 

mière espèce, et ? par une période de l'intégrale de seconde 

espèce. Ainsi, par exemple, À et B désignant deux constantes 

arbitraires, AK + BK! sera l'intégrale générale de (4). 
Reprenons l'équation (3) et écrivons-la ainsi 


du k 
A = 7 (u—9); 


si l’on pose successivement dans cette formule 


p — 59 
k A le? 
FATAL 
et 
none KHK' ÿ—1 FES à 
SRE eee f cut: SEE dé, 
A F2 
1 K 
HR 
on aura 
dK k J 
dK' k A H 
dk = F3 (x a à) 


et, en remplaçant J et J' par leurs valeurs (a)et(b) (p. 294), 
dK Tee K 
dk © #5 (kr): 
dk’ k 1 K' T \ 
dE PA LR Entre) 
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l'élimination de € entre ces deux formules fournit la relation 
très importante 


K'4K — K dK' K 
(6) DE AMEN TES 


1entÔ sion nous servir. 
dont nous aurons bientôt l’occasion de nous se 


II. — Définition et propriétés des fonctions modulaires. 


Nous avons trouvé (p. 250) entre les modules et les périodes 
les relations 


@u(o) lo)  (1+g}(1+ g3)2(1+ g5)2.. 
CNET D A Ce 227 lt an 9 DE 
7 G+p}( + ps} (1 + ps}... 


D og Ga GE ge, 
| -_ © (o) | 0,(0) (i+g}(i+gi)(1+ g5)... 
; ni 
LAPIG EPA EpP) (Hp, 
Q+p}a+pi}G+pi}... 


| Dpt) TACEN IEEE DES 
(1) 


(2) 


D'ailleurs, si l’on fait K =Petsi l’on pose 


LL AE 
| RE V2qf Gi + g2)G + gi) + 96)... 
(3) G+g)G+g)G+ g$)... 
US PILE PIC D"). 
(1+p)(i+p#)(i+ p5)... 


G—g)Gu— g3)G — g5)... 


+ Um (+ g)(+ gi + gi)... 
(4) AA 
à Var G+p}@+pi(G+pt).. 
G+p)G+p#)(i+p5)... 
on aura 


EE CS RL NE TA TDE 
il ne faut pas d’ailleurs oublier que 


K' K 


mt l'E R Dean 1 
Lo) RCA EE ape LE PORN ce D ARRET 


302 CHAPITRE IX. 


Les fonctions © et Ÿ sont ce que l’on appelle les fonctions 
modulaires. Elles ont été étudiées par M. Hermite (Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences, 1898). Liouville s'était 
occupé, dès 1840, des fonctions K et K’ considérées comme 
fonctions de? (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
1840; reproduit dans son Journal, même année); 1l a prouvé 
que ces fonctions ne sauraient être réductibles aux fonctions 
‘algébriques. 

PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. — Les fonctions modulaires sont 
monodromes et monogènes dans toute l’étendue du demi- 
plan situé à droite de l'axe des y; elles ne sont pas définies 
pour les valeurs de p situées à gauche de cet axe; le point 
à l’infini est un point essentiel. 


C’est ce qui résulte de leur définition même par les équa- 
lions (3)et (4). 


Deuxième pRorriéTÉ. — Si l’on écrit les formules (3)et(4) 
en mettant à la place de p et q leurs valeurs (5), on voit que 


l’on a 
‘p)—td =): ( { = DE 
o(p) TE 16) 1E 


TRorsiÈmE PRopriÉTÉ. — On a évidemment aussi 


T ÿ—1 


pe o(p) 
p(p+V—i)=e Ü(e) 


et, par conséquent, 


pÜetav—i)=e 5 ep 
| Tr y—1 
il en résulte que w(b) se reproduit au facteure * près, 


. 8s Fe 
quand on change p en 6 + 2/— 1 : donc o$(o)a pour pé 


riode 2 VE 14 


QUATRIÈME PROPRIÉTÉ. — On a 


Yp+y—i1)= TEL do+ ri) = y(p} 


donc d(p) a pour période 2 NAT 
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CINQUIÈME PROPRIÉTÉ. — Quand on remplace dans le calcul 
de X les périodes 4K et 2K'4/— 1 par d’autres périodes ellip- 
tiques, À conserve la même valeur; donc, quand on pose 
2n+(2n+i)o /—171 


1 D GS PRE) 
2M+I+2M'pY— 1 


on a | 
piCp1) = 8(p),  YS(p1) = LE(p). 


III. — Fonctions modulaires inverses. 
Nous poserons 
° p(p)= >, 


et nous en déduirons 
= W(T). 


Voici maintenant quelles vont être les propriétés de cette 


fonction w(x). Cette fonction est égale à _ K’ et K étant 


donnés par les formules 


ef dz 
K Le = 9 
: VG— 232) —22#2) 


1 L 
K= | dz Q 
0 VO 32) x + 3242) 


OÙ A? —:%. 

K et K’ sont des fonctions synectiques de Æ? — x quand le 
point æ n’est pas contenu dans un contour fermé renfermant 
K’ 
K 

Examinons ce qui se passe autour du point o. On peut 
développer K en série ordonnée suivant les puissances de #?, 


et l’on a 


l’un des points o, 1. Il en est de même de = — w(x). 


» 2 2 
K =r|1+(:) m+(ie) &+... |; 
2 2.4 
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mais l’équation (6) du $ E, à savoir 


K'4K — K dK' T 
(A) HS TA NE 


divisée par la précédente élevée au carré, donne 


K’ 
j K pe do RARE I 1 27 2) 
LRU dk x kG—/Æ) AE +3. ; 
Il le que ce es née au D 
en résulte que DE es eve Oppa e SOUS la I0orme 


= i(z+at-8e+..) 
4 


MOVE UE SR DONNE 


ko, Pos À, B, ... désignant des constantes. On voit que 


à I UT D TU 
—D(T)+v(r)= = lose LA 
( ) ( o) DT 2 To 2 
et, par conséquent, w(x) prend autour du point o une infi- 
nité de valeurs qui se ROUES les unes dans les autres 


comme les valeurs de — — log =. 
27 BA) 


Pour voir comment se comporte la fonction w(æ) dans le 
voisinage du point æ —=1,on PR K! suivant les puis- 
sances de k/, et l’on aura 


sf -(e.] 


et, en faisant usage de la formule (A) déjà employée tout à 
l'heure, on trouve 


ou 
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et, en intégrant, 


I k' kK'2— k12 
—D(Z)— w(Xzo) — - log + À DE 
( ) ( o) us D xD d 
ou 
J Tee 
— B(T)— D(Xo) =, — log +... 
RER) TEE) 27 °I1—Z7 ; 


etw(x)se comporte dans le voisinage du point 1 comme la 


. I LT: 
fonction — — log 
27 1— ZX) 


En dehors de ces points 0, 1, , qui sont les seuls points 
critiques de w(x), cette fonction n’est jamais nulle ni infinie ; 
il faudrait en effet, pour qu'il en fût ainsi, que l’on eût K ou 
K’— 0, car ni K ni K’ ne sont jamais infinis, mais 


Sn(T+2K)——snx, 


quel que soit x : donc K ne saurait être nul; pour une raison 
Al À 


K 
[ 7 . EE à 
analogue, K'ne peut pas s annuler : donc &(x)— K ne peut 


s’annuler non plus. | CHULIPIRD) 


IV. — Théorème de M. Picard. 


Taéorèue 1. — Soit G(x) une fonction synectique dans 
toute l’étendue du plan, mais possédant un point essentiel 
à l’infint; si a et b sont des nombres tels qu'il n'existe pas 
de valeur finie de x, telle que l’on ait G(x)= a, CNE LE 
la fonction G(x) se réduira à une constante. 


On peut, sans nuire à la généralité, supposer & — 0, b —1; 
car, si f(x) est une fonction qui ne passe ni par la valeur a 


ni par la valeur à, il existera une fonction Géo) Rae 


qui ne passera ni par la valeur o ni par la valeur 1 pour des 
valeurs finies de x. Nous sommes donc ramenés à démontrer 
que, si une fonction G(zx) ne passe ni par la valeur o ni par 
la valeur 1, elle est constante. 
À cet effet, considérons la fonction D[G(x)], &(:) dési- 
L. — Traité d’Analyse, IV, 20 
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gnant la fonction modulaire inverse étudiée au paragraphe 
précédent. Cette fonction 5[G(x)] est monodrome; en effet, 
G(x) ne devient jamais égale à o ou 1. Alors, quand le point x 
décrit un contour fermé CO, le point 5| G(x)] décrit un con- 
tour correspondant C/; si l’on suppose que le contour C se 
déforme et devienne infiniment petit, le contour C se déforme 
aussi sans jamais franchir les points o, 1 et devient lui-même 
infiniment petit. Les valeurs initiale et finale de G(æ) et de 
5[G(x)] sont restées les mêmes, et comme, en dernier lieu, 
elles sont infiniment peu différentes, il faut qu’elles soient 
restées les mêmes : le contour C est donc fermé, et la fonc- 
tion &[G(x)] est monodrome dans toute l'étendue du plan. 
Mais la fonction e-716%l est synectique dans toute l’étendue 
du plan ; comme 5[G(x)], elle a un module toujours inférieur . 
à un, puisque la fonction w a sa partie réelle positive; donc 
e-%6®%], ayant un module toujours inférieur à une quantité 
finie, est une constante; donc w[ G(x)] est une constante, 


donc enfin G(x) se réduit aussi à une constante. 
C. CORRE 


Taéonëue I. — Soit f(x) une fonction qui n'a d’autres 
points singuliers à distance finie que des pôles et qui est 
d’ailleurs toujours monodrome et monogène : il ne peut y 
avoir plus de deux valeurs finies a et b que f(x) ne puisse 


prendre pour des valeurs finies de x. 


Si la fonction f n’a que des pôles, elle peut se mettre sous 
__ Gt) | 

la forme NE) G(&) 

synectiques dans toute l'étendue du plan (t. IF, p. 571); 

or, /(æ) ne passant ni par la valeur a ni par la valeur 6, on 


» G, et G, désignant des fonctions 


n'aura jamais 
G1— a@a Ge = 0, Gr — Ge 07 


donc on peut poser 


Gi, — à G = er, Gi — 6 G2 = 6h 
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P et Q désignant des fonctions synectiques dans toute 
l'étendue du plan; par suite, 


bel — ae eP — eQ 
G — ŒE — 
! DR Ga b—a 
et 
beP — ae 
ALAN PA Pa eQ F 


Je dis maintenant que l’on peut satisfaire à l'équation 


bel — aeQ 1e 
———— = cC ou er Q ete 
"el — eû b—c 


7 


c’est-à-dire que l’on peut prendre f(x) égal à c. Comme a, 


= , i=C ° CE . 
b, c sont des nombres différents, PURE n’est ni nul ni infini: 


en le désignant par À, l'équation précédente donne 
P—Q=]logA+omnry—r. 


Or la fonction P — Q n’a qu’un point critique au plus et à 
l'infini, il n’y a qu’une valeur qu’elle ne puisse prendre; elle 
pourra donc prendre l’une des valeurs de logA +omr Per 
à moins d’être constante, mais alors la fonction f(x) elle- 
même serait une constante; donc, etc. NO NEND: 

Ces deux théorèmes ont été démontrés par M. Picard 
(Annales de l'École Normale, 2» série, t. IX; 1880) qui 
leur a donné-une certaine extension. Il serait bien à désirer 
que l’on affranchit leur démonstration de la considération 
des fonctions elliptiques. 


V. — Sur le problème de la transformation. 


Le problème de la transformation, tel que l’a posé Jacobi 
dans les Fundamenta nova, semble surtout avoir pour but 
la simplification des intégrales elliptiques et leur réduction 
aux types définitifs, canoniques, si je puis m’exprimer ainsi ; 
mais le problème de la, transformation conduit à l'étude des 
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fonctions elliptiques, considérées comme fonctions du mo- 


dule. 


Nous restreindrons le problème de la transformation au cas 


particulier que VOICI : 


Étant donnée l’équation différentielle 


(G): A A LUN ns 1} 43/4 AY SERRES 
Va—a)(=Æe)  1vG—=y7)0=K7 


trouver dans quels cas y peut étre fonction algébrique 
de x et, quand y est fonction algébrique de x, déterminer 
cette fonction. 


C’est Abel qui a posé la question en ces termes et qui a 
donné en même temps les moyens de la résoudre; Jacobi 
supposait seulement, comme on se le rappelle, y fonction 
rationnelle de x. Si nous désignons, pour abréger, par A(x, Æ) 
le radical ÿ/(1— x?)(1 — k?x?), l'équation (1) donnera, en 
appelant « une constante et en égalant chacun de ses deux 
membres à dz, 


VA ar te dy a 
FEES — — ——— " — — — ; 
ou A (Es À) SET AVS PAUSE 


d’où l’on tre 
æ = sn(s, À), y =sn(813+a, li). 


Le problème de la transformation, tel qu’il a été posé par 
Abel, peut donc s’énoncer ainsi : 


Etant donné un module k, déterminer un nouveau mo- 
dule k,, telque sn(g,z + «, k,) soit lié à sn(z, K) au moyen 
d’une équation algébrique. 


Nous nous occuperons seulement du cas oùsn(g,z+a, ki) 
peut s'exprimer rauonnellement en fonction de sn(z, Æ) 
ou sn, auquel nous adjoindrons cnz et dns. 
Ainsi, en définitive, le problème de la transformation pour 
nous va consister à : 
Calculer sn(g,3, ki), en(g:5,k,), dn(2,z,k), en fonc- 
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ton rationnelle de sn(z, k), cn(z, k), dn(z, k), toutes les 
fois que ce sera possible, et à déterminer les cas dans les- 
quels la solution est possible. 


VI. — Réduction du problème. 


Désignons par 4K et UT un système de périodes 
elliptiques (p. 262) commun aux trois fonctions sn(x, k), 
cn(æ, k), dn(x, k), et par 4K;, 4K°V—1 un système de 
périodes elliptiques commun aux trois fonctions sn(2,æ, k;), 
cn(21æ, ki), dn(z,x, k,). Les dernières fonctions devant 
s'exprimer rationnellement au moyen des premières, il faudra 
que l’on ait, a, b, a', b' désignant des entiers, 


K = aK;+ bK' ÿ—1, 
K'V—1= a Ki+ 06 K,V—1, 


é . E 1e 
1 , 1 
et, sil on suppose les parties réelles des rapports R’E, 


posi- 
tives, 
ab'— ba'—ù 
sera positif. 
Pour résoudre le problème de la transformation, nous le 
décomposerons en d’autres plus simples. | 


Soient D le plus grand commun diviseur de a et b, et . = 4, 


b . . . . \ 
p = À; soient o’ et f deux entiers satisfaisant à 


aB'— Ba'— 1. 
Posons 
; K: = aK;+ £K Vi l" 
KVT = AK EEK, V1; 
on en déduira 
K; == G'K; — BK, Vis 
ROVER KI ER VE 


et, par conséquent, 


K'ÿ/—1=(a'8— 0'a)Ki+(20— Ba')K; V1. 


RE nt 4) RS 
à C'UVETIE ; 
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Il résulte de là que l’on pourra effectuer la transformation 
en plusieurs fois et passer successivement des fonctions aux 
périodes 4K,, 4K'— 1 aux fonctions ayant pour périodes 
4Ke2, 4K,V—1,...,aux fonctions ayant pour périodes 4K, 


4K'V— 1, ces périodes étant liées les unes aux autres par les 
relations 


KV K Ver 


K: = aK; + BK;ÿ—:1, 
(1) | FENTE PAYNE aB— Bar, 
K,V—1=4K;+8Kiÿ—:, 
a K3 — Ko, 
9 er.” 
K,V—1=K,ÿ—1(40 — Ba), 
, K, = K3, 
(3) ! LE re r Ar DNA Ve "Ar 
K,V—1=(a'B'— b'a)K; + K, W— x, 
| K= DK 


Les modules des substitutions (1) et (3) sont égaux à un: 
quant aux substitutions (2) et (4), elles s'effectuent en con- 
servant une période et en divisant l’autre par un entier; nous 
voilà donc ramenés à étudier deux espèces de transformations : 
1° celles pour lesquelles la substitution entre les périodes est 
unimodulaire; 2° celles dans lesquelles on divise l’une des 
périodes par un nombre entier, et même paï un entier pre- 
mier; car celles-là peuvent s'effectuer au moyen de plusieurs 
autres dans lesquelles on divise successivement la même 
période par des nombres premiers. 


VII. — Transformations fournies par des substitutions 
unimodulaires entre les périodes. 


Les transformations que nous allons étudier correspondent 


à des relations de la forme 


KREGK1 BK VER 
K'ÿ— 1 — a'K; + B'KiV—7, 
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entre les périodes, avec la relation 
ag — pa 1. 


Nous les partagerons en six classes, d’après les restes de la 
division de &, B, a!, ! par 2 compatibles avec la condition 
aB/— By— 1, qui exige que, si l’un des nombres a, f' est 
divisible par 2, aucun des nombres f, 4! ne le soit et vice 


VErSA « 


en. DE 6 =0, a'E= 0; B'=1; 
 .... %=I, B=0o, «'=1, B'=1; 
He 5, 4 SÉANCES &4=T, 6 =1, & =0, 6'=1; 
D ee. «=1, B=1, a =1, B'=0; 
RE le cr, a =0, B=1, &'—=I, B'=1; 
æ =0, B = 1, a'=1, B'=0; 


le signe = représentant une égalité dans laquelle on a négligé 
les multiples de 2. 

. Or je dis que toutes ces transformations se ramènent a-la 
première classe; si, en effet, après avoir effectué une transfor- 
mation de première classe 


K = aK+ BK; y—:1, 


(1) a PE 
| K,V—i=aK+ pK V—1, 


on effectue la nouvelle transformation 


K == K>, 
| KV—1=K,yÿ—1+k, 
on aura 
(A) K = ekKi+ BK, 


| K'Y/—1=(a+a)Ki+(B+8)K,V—1; 


les nouvelles valeurs des coefficients sont, en négligeant les 


multiples de 2, 
LE 0; 1, 1; 


la transformation (A) est donc de seconde classe. On verra 
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de même que, si l’on effectue une transformation de première 
classe, puis la transformation 


K = KICK VER | 
K'y—1 = KV, 


on obüendra une transformation de troisième classe. 


Après avoir effectué une transformation de première, de 
seconde ou de troisième classe, il suffit de faire 


KE KE 
K'V—i=—K, 
pour obtenir respectivement une transformation de sixième, 


de quatrième ou de cinquième classe. 


Ainsi toutes les transformations possibles se ramènent : 
1° À des transformations de la forme 


K—(2rm<+1)Ki+onk! Voir 


KVETRE 2m'Ki+(2n'+1) Ki ÿ—1. 
M + n étant divisible par 4, afin que l’on ait 


(288 +1)(2n +1) — {nm'=1 


a! ! 


K 1 : pr. 
et que les rapports K © K, Soient positifs ; 


2° À des transformations de la forme 
K = RER MDN EN 
K'Y—i=K,ÿ—x ou =K,-+Kiÿr: 
3° À des transformations de la forme 
RERO ES 
K' V—i= K;; 


4° À des transformations dans lesquelles on multiplie une 
seule période par un nombre premier. 
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VIII. — Méthode générale pour effectuer les transformations 
précédentes. 


Considérons une transformation quelconque représentée 
par la substitution unimodulaire 


Ra Rime t, 
K'Y—1= x K;+ BEROV EN 


aB— Ba'—r. 


Appelons 6’, H', 0°, H' ce que deviennent les fonctions 6, 
H, 6,, H, quand on remplace les périodes 4K et 4K'ÿ—1 
par 4K; et 4K; VAT: les premières fonctions ont les mêmes 
zéros que les secondes. Ainsi O/ a les mêmes zéros que l’une 
des fonctions 6, H, 6,, H, : donc ces fonctions, à l’ordre 
près, sont égales nee à deux, à un facteur Hu près de 


la forme (p. 233) 


ei 2x2+Bx+C ; 


À, B, C désignant des constantes. Supposons, par exemple, 
CR (æ) — H(æ)eAr*+Br+C: 


les fonctions @° et H sont paires ou impaires : donc elles 
doivent être toutes deux de même parité et B doit être nul. 
Ainsi 


(A) 9,(æ)= H(x)er+c; 
donc, en augmentant x de la période 4K, 


OR (x + 4aKi + 48K, V— 1) = H(x)eAw+K}+C; 
mais 
9,(x+ 4akKi+ 48K,ÿ—1)= 0, (x + 4BK'Y—1) 


ne 1 
K 
= 8, (æ)e ne: 
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donc l’équation précédente devient 


PT (a) 


@! (æje K — H(x)eAt-+#k)+0 


et, en tenant compte de (A), 


= Pate (x+ K! v=—1) 


PRET — e8AKa-+16AK1+C 


On a donc 
RUES (xæ+K,y—1)= 8AKzx +16AK2+ C+9r ÿ—1, 
1 
À désignant un entier; on en déduit 


2 nr V—r 
ART NES 


ROUEN Ta 


4KK; 


ou 


Quant à la constante C, on la déterminera en faisant x — 0; 
au nombre 2x /— 1 près, elle est la même pour les quatre 
formules analogues à (A), et, comme ce nombre 2Xx ÿ—1 
peut être négligé, on peut la regarder comme étant la même 
pour les quatre formules en question. 

S'il s’agit d’une transformation de première classe, @!, H', 
6,, H°, sont proportionnels à 6, H, 6,, H,, car ils ont, en 
vertu des formules 

K=(2m+1K;-+2nK Vin 
K'ÿ—1=02m'K;+(2n'+1)K, ÿ—:, 


les mêmes zéros respectivement; on a donc 


Vhisn(giz, k1)= VÆsn(x, K), 


Vs cn(£1%, k)=(/7 CL A) 
1 Le ’ 
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Si l’on fait x — o dans ces deux formules après avoir divisé 
la première par x, on trouve 


ONU ki _ vis 
VAigi= Ve, Va ' 


donc Æ? = kŸ, g,—1; alors la transformation ne présente 
rien d'intéressant: | 

S'il s’agit d’une transformation dans laquelle on conserve 
une période, une méthode analogue montre que g, = +4 
Er, et que l’on a 


s'il s’agit d’une transformation dans laquelle on permute les 
périodes, si l’on pose, par exemple, 


RTE re IR / = — K;. 


on trouve 
EVENE ete Vers 
NT Ven rer ans 
en(æy—1, k') = EN 
dn(x Var k') a us 
IX. — Division d’une période par deux. 


Le problème de la division des périodes pourrait être résolu 
par le théorème de Liouville, puisque, tel que nous l’avons 
présenté, 1l permet de calculer, par exemple, un sinus am- 
plitude en fonction d’un autre qui a une période m fois plus 
grande, c’est-à-dire, en définitive, ayant avec lui une période 
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commune. Mais on donne ordinairement une autre solution 
de la question. 
Proposons-nous tout d’abord de calculer les fonctions ellip- 
K 
liques relatives aux quantités — et K’/ en fonction de celles 
qui sont relatives aux Rare K et K’. Soient O1), Hi), 
0,”, H}" ce que deviennent les fonctions auxiliaires 0, H, 


& : K . 
9,, H, quand on y remplace K par > Soient sn, gÆ, Chi gx, 


dn, gx ce que deviennent par ce même changement snx, 
cnx, dnx; soient enfin k, et k les nouveaux modules. 
Les fonctions 64), 69, et HH, satisfont toutes les trois 


aux équations 
0(æ+2K)=0(x), 
ér ML AU à ÿ—1) 


(r+ 2K y 1)2028 K 0(x); 


l’une d’elles est alors une fonction linéaire des deux autres, 


et l’on a 
OW(x) = AO(z)90,(x)+ BH(x)H;(x). 


On déterminera la constante B en faisant x — JU 
O(x) et OU)(zx) s’annulant, on a B—0 et, par suite, la be 
mule précédente se réduil à | 


OM(x}= AG(x)0:1(x);: 


K È \ AE 
en changeant xen x + Ouen x + Ky= 1 ou en 


T + à KV 
on obtent le groupe 
O4(xz)= AO(z)8:(x), 
O{1)(æ) — AO (e+ s)e(e- =) 
33 2 
H® (x) = AH(xz)H;(x), 
HN (TI AUH (e + DL (z— =): 
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si l’on se reporte alors aux formules d’addition (p. 269), on 
peut écrire 

OM(x)— AO(x)Oi(æ), . 

(4 )62(æ)— 1H (5) He() 
ED (z)— À D RG 
HV(x)= AH(z)H(z), 


H{D(æ) = A 13e he tes 


? 


La constante À se déterminerait, par exemple, en faisant 
æ = 0 dans la première formule. On tire de ces formules, par 


division, 


ao 


Wu Er = ke des 


HE) ne pt 
2 VA 2 I 


"VE SÉRIE @2(0) dnz Y  62(0) dnx’ 
e(=) J _(S) sn?æ 
kVT 2 n Ro 


je ; 
VA, mer = Ve @2(0) dnæ @2(0) dnæ 


K K J é 
Les constantes o(=) el H(=) s’obtiennent en faisant 


T—=A— dans les formules d’addition qui donnent 


O(z+a)O(x — a) 


et 
O(x—a)H(r+a). 


Si l’on divise par x la première formule et si l’on fait x — 0, 
P 


on a 
Vaig=k, 
ace 
Rae ei 
ke" @2(0) ? 
e(=) 
TT 2. 
Vi © VE EC)? 


et le problème de la transformation est encore résolu dans ce 


318 CHAPITRE IX. 


(#0 


82(0) ©! ro 


cas. Il reste à calculer - Appelons ces quan- 


tités æ et y, en faisant x — a — a RES la formule (p. 260) 
qui donne G(x — a)O(x + a); on trouve 


B CR) RE TE 
eh 0 2 Tate 


la formule (2) (p. 256) donne ensuite 


LE fr ENTREE 
CP yUk AMEN AO 


d'où l’on üre x et y en fonction de k et 4! si l'on y tient. 


2 


La division de l’autre période par 2 s'effectue d’une façon 
analogue : appelons O(), HU), 0", H!° ce que deviennent 


! 


K 
les fonctions auxiliaires quand on remplace K’ par = - Les 


O (x), o(z+ Et )o (> AE 
0, (a+ Ut) 6, (7 x) 
2 2 


satisfont aux équations 


fonctions 


OL 


DL K)= 0 (x 
ne Me 


O(z + aK Ve 
on a donc 


eue a (ee ET) (ES) 


+ no (e+ HT )o, fe KV), 
2 > 
Ken 


2 


O(x) s'annule ainsi que le coefficient de À, donc B=%6, 


donc 
EL (x) — 10 (2 + A )o(2— IE 
Lu 


A et B désignant deux constantes. Si l’on fait x — 


2 
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PS, GE ER 


a’trois autres formules qui, traitées comme tout à l’heure 


Changeant x en æ+K, x EU er 


ont été traitées les formules analogues, fourniront la solu- 
tion du problème de la transformation pour le cas qui nous 


occupe. 
X. — Division d’une période par un nombre impair. 

Supposons K, — n désignant un nombre impair, et 

K, = K'; désignons toujours par O1), H(1, 61, H!!° ce que 


deviennent 6, H,6,, H, quand on y remplace K par K, — Le 


S1 l’on considère les fonctions 


nm = 
2 


OW(x) et [| o(z+%ak), 


n—1 - 
ME 


4 


ces deux fonctions satisfont aux relations 


O(x+K)=0(x), 


Que L (x y 


Cr uigae Ce); 


leur rapport est donc doublement périodique. En outre, les 
deux fonctions en question ont les mêmes zéros : leur rapport 
est donc fini et, par suite, se réduit à une constante A; on 
peut donc écrire 


(1) — Fr < 

() (æ) \ | Le (- sa 2K), 

(1) a î i 11Re tee 
O{l(r)= A sie à >K), 

HU (e)= (1) + 2 ra] [u(>- + ak), 
NT AEUTE [| 4e 

Le ÊT) =TA Hi (e + x 2K). 
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Si, dans ces formules, on réunit les facteurs correspondant 
à des valeurs de m égales et de signes contraires, on a, en 
faisant usage des formules (p. 260), 


AO(zx 

OU (a)= rs) Le: (Fk) 2(x) — H2 (2 2K)H(œ) |, 
AG,(x) | 

eo (e)= GT [ot (ax) ec) 1; (2 ax) me(2) |, 
AH | 

HW (z)= ETES Eur (2 2K)62(æ)— 6: (2 k) H(æ)|, 
AH ; 

Hi (x) = te E (22 K) 02(x)— 0? (2 2K) H4(æ)|, 

et À se calcule en faisant x — 0. 

Les produits ont cette fois pour limites 1 et Z + Par divi- 


sion, on obtient sn, 2x, cn, gx, dn, gæx en A. de snx 
? le] ? © ? r) 


CnZ, dnt: 
nt 
n? — 2 &—sn* 4 


2 


VA sngx=#? inc TT — 


1 Xsn? — on 
n 


m 
cn? —92K + cn?2x 


Ki / k\2 : n 
7 emge= (x) en | à Re 


1 — X2sn?t— Like T 
n 


m 
— dn? — 2 n?x 
< In? K + dn? 
I T1 \2 n 
= ere an | | a — 1] 
VÆ, k Net 


1— £2sn2 — 2K sn?x 
n 


S1, dans la première formule, on fait + — 0 après avoir divisé 


LL 
Fe = nm 
Vkig = 13 | Î sn? — 2K; 
n 


en faisant æ — o dans les autres, on a 


ki AE m 
MEMBERS RS nt | 
F, (à) [le 2 2K, 


I I 1 STRESS 
r=(x) REC à 2KR. 


par #, 1l vient 


Le 
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On tire de ces dernières équations 


cn8 — 2K 
(m) k2 = k2n CR tas 
, l l NOT 
dns F2 2 K 
ke = k4'2n s Ë 


DENT 
dn8 — 2K 
n 


On diviserait d’une façon analogue la période K’ par un 
nombre impair. 

Les modules k, et k des fonctions sn, £æ et snx sont liés 
entre eux par la relation (m); cette relation est ce que l’on 
appelle l’éqguation modulaire; elle tient une place impor- 
tante dans la théorie des équalions et nous n'avons pas à nous 
en occuper 1c1. | 


L. — Jraité d'Analyse, IN. 21 
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CHAPITRE X. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 
ELLIPTIQUES. 


I. — Sur les arcs d’ellipse. 


C’est l’étude des arcs d’ellipse qui a donné naissance à la 
théorie des fonctions elliptiques; c’est par l’étude des ares 
d’ellipse que nous commencerons les applications géomé- 
triques de cette théorie. 

Nous poserons avec Legendre 


(1) 1 5 S Fo) FU 
= F(y)= Fo) 
o Vi—/#k?sin?® | £ 


et nous aurons 


(2) sing =snor, No AamE, 


nous poserons aussi 


o . 
(3) f Vi—Æsino de = E(o)=E(k,v); 
0 
nous trouverons alors 


rh Pre do ? kÆ? sin?v 5 

4(@) — RES A 

Cp) Vi—Æ?sin?o Vi— Æ?sino : 
0 | : 0 ' 


Nous désignerons la seconde intégrale par J(+); nous aurons 
ainsi 

(4)  E(p)=F(p)—J(e) ou  J(p)=F(p}=E(#) 
D'ailleurs on a 


(030) J(amF)=Z(F). 
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Considérons une ellipse d’axes 2 a et 2 b; elle peut être repré- 
sentée par les équations 


æ = asin®, J = b cosy; 
on en conclut, en appelant s l’are, 
ds = Va? cos? + b?sin?o do 


ou, en comptant l'arc à partir du sommet, 


? 
$ = fe Va?cos?o + d?sin?e do 
#0 


ou 
? 14 
TE +2 1 2 lé 
sa f Vi— sin o do. 
0 
En posant 
C Va? — p3 
Æ = — = , 
a a 
on a donc 


PRPNEEN Je) 


si l’on suppose & — 1; E(o) représente, comme on voit, l’arc 
d'ellipse. Si l’on prend F pour variable, on a, pour représenter 
l’ellipse, les équations 


( FC) N J =bcenF—#£enrF, 


(6) Üs=F—Z(F) 


IT. — Théorème de Fagnano. 


Si, dans les formules d’addition des fonctions de seconde 
espèce 
Z(T+y)—Z(x)—Z(y)= Æsnx sny sn(r + y), 


l 


Pbieut, Li 1 ; 
On pose &$ — amX, Ÿ — amy, on trouve, en vertu de (a): 

J(p+4)—J(p)—J(4) = Æsino sin Ÿ sin(o +4) 
ou, en vertu de (4), 


F(g-+ 4) E(e +4) —F(e)—F(ÿ)+ E(e)+ E(4) 


= Æ?sinv sind sin(o +); 
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en observant que F(e + d)—= F(2)+ F(d), puisque 
‘o—amF(v), V—amF(t) 


et 
p+—d— amF(p +), 


on a simplement 
E(o+4)—E(o)—E($)= — Æ?singsinŸÿsin(g +4); 
si l’on fait © + ÿ + = et si l’on appelle 4E le périmètre total 
de l’ellipse de demi-axes 1 et Æ',on a | 
E — E(o)— E($)= — Æ2sinv sin. 


Cette formule montre que les ares E — E(e) et E() ont une 
différence rectifiable. Les anomalies w et des extrémités de 


ces arcs sont liées par la formule 


we 


T À «2 
COS— — cosy COSY — siny sinŸ (: — k? sin£) 
2 2 


ou 
0 — CosY cosY — sinv sind" 
ou 


L 
tango tangd — pue 


De là découle le théorème de Fagnano : 


Taéorème. — Soient © et à deux anomalies telles que 


l L 
tang y tangd — 7 


les points M et N qu’elles déterminent sur l’ellipse sont les 
extrémités de deux arcs comptés l’un à partir d’un som- 
met relatif au petit axe, l’autre à partir du sommet rela- 
tif au grand axe; la différence de ces arcs sera rectifiable. 


Nous allons donner sous une forme élégante l’expression 
de cette différence : l'équation de la normale à l’ellipse est 


PAR ne y 
æ cosp — Æ'y siny — Æ2sinv cosy —0; 
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la distance / du centre à cette normale est 


Æ2 sin ® Cosv 


Vi— Æsin?o 


S1 l’on se donne /, on en déduit deux valeurs + et pour l’ano- 
malie © données par l’équation 


4 À I k* I 
tang*o + tang*o Pa EIT IS US He? 
2 2 72 


on en conclut 


(1) tang? tangd — PEL tang?o + tang?d Re 


La différence que nous voulons évaluer est 


Æ? sino sind, 
dont le carré est j 


d 1 tang?v tang? 
Æt sin? sin?4 — 4k* = pre Ÿ 51 > 
1 + tang?v tang?4 + tang?o + tang?( 


en vertu des formules (1), cette expression se réduit à Æet, 
par conséquent, la différence entre les deux arcs en question 
est mesurée par la longueur /. 


III. — Théorèmes de Graves, Mac Cullagh et Chasles. 


Considérons deux coniques homofocales G et Cl; par un 
1 
point M de Con mène deux tangentes MN et MP à C. 
Le D' Graves a prouvé que, si la conique GC était une 
ellipse ainsi que C, l’expression 
1 


MN + MP — arcNP 


était constante; Mac Cullagh et M. Chasles ont démontré 
que, si C était une hyperbole coupant C en K,on avait 


MN — MP = arcKN — arcKP. 


En effet, appelons z et $ les angles que les droites MN et MP 


font avec la tangente en M à la conique C’; appelons ds un 
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déplacement donné au point M sur la conique Cet ds, dt les 
déplacements correspondant des points N et P; nous aurons, 
en vertu d’un théorème connu, 


d.MN = ds+ dscosa, 


d.MP = — dt + ds cos£. 
Si la conique C'est une ellipse, cos4 — — cos8 et, en aJou- 
tant, on a 
d(MN + MP) = ds — di = d(s—t}; 
d’où 


MN + MP =5s—4# + const.— arcNP + const. 


ce qui démontre le théorème de Graves. 
S1 la courbe C'est une hyperbole, 


COsa — cos 
el l’on a 
d.(MN — MP)= ds + dt: 


si l’on compte les arcs à parür du point K, ds et dt sont de 
signes contraires, et l’on voit que ds et dt sont les accroisse- 
ments subis à gauche et à droite de K par l'arc NP; 5 + s sera 
alors la différence KN et KP: cette différence, comme on voit, 
est, à une constante près, égale à MN — MP et cette con- 
stante est nulle en K, ce qui démontre le théorème de Mac 
Cullagh. : | 

Au fond le théorème de Mac Cullagh, comme celui de 
Fagnano, apprend à trouver des arcs d’ellipse à différence 
rectifiable. | 

Les théorèmes précédents s'appliquent évidemment aux 
coniques sphériques. 


Soient C une ellipse fixe, S un cercle tangent en M; 
sotent NK et N'K des tangentes communes au cercle et à 
l’ellipse, N et N'les points de contact sur l’ellipse, on aura 


NK— N’'K — arc MN — arcMN/. (CHASLES.) 


Ce théorème se démontre comme les précédents, en dépla- 
çant infiniment peu le cercle. 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 327 


IV. — Théorème de Landen. 


L’ellhipse peut être représentée par les équations 
PNLON TU) MVC, 


l’hyperbole par les suivantes 


e ,Snu ak dnu 
= M9 À = 7 ; 
cnu” Y k cnu? 
ak 
les axes sont alors «a et T° 
L 


S1 l’on pose  — amw, on a 


Sin © ak Vi— #2 sin? © 


, = —— 
COS 4 k' cos ® à 


zx = ak! 


on en conclut, pour l'expression de Parc s d’hyperbole et en 
supposant a —1, 


k"? de? 
FT DE Ne EL 
cos*o(1 — Æ? sin?) 
OU 
| ? do 
=== k' Se ue TRE SR 
6 Cos2o Vi—#k?sin?e 
Or on a 


diango Vi—Æsin?o 
pr? £2 Æ2 sin2o 
D 


,7 < D ,< : 2 Eee 2 e 2 
cos? Vi—/Æsin?o Vi— Æ2sin ® Vi — Æ?sin o 


en intégrant alors de o à ®, 1l vient 
tango Vi— kisino = Xts— K£2F(6)+ E(v);: 


donc l'arc d’hyperbole peut s'exprimer au moyen des fonc- 
ons EetF. Nous allons prouver que la fonction F s'exprime 
au moyen de E(+) et d’un autre are d’ellipse; il en résultera 
que : 

Taéorème. — Tout arc d'hyperbole peut s'exprimer au 
moyen de deux arcs d’ellipses différentes. 
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La transformation de Landen donne lieu (p. 177) aux for- 
mules suivantes : 


do: 1+ Æ do 


1— À? sin2o, 2 Wr—%Ktsint 
1 ? * 
(1) | sin?@1 = à (1 + Æsin?o — cos® Vi— k?sin?o), 


_ 2Vh 


1+ 


Multiplions membre à membre les deux premières formules : 
nous aurons, en intégrant de o à o, 


I 1+ Æ 1+ 1+ 
ge CR RUE Er COPIES r F(#, ©) — 


Or J{(y)— F(p)— Elo); donc 


sin®. 


7e LPC gi)—E(k, )] | 


1+ Se ne VOIE 1+4 - 
— 16 FE g)— ER, e)+ n F(4, ©) — F sine |. 


Mais, en vertu de la première formule (1), 
Et 00— LE F(Æ, ®); 
la formule précédente devient alors 
FAT ENE Ê [E(Z, EG UM EEE p1)+ Æsino]. 


Cette formule de Landen montre que F est exprimable 
linéairement au moyen de deux fonctions E, ce qui démontre 
le théorème que nous avons énoncé au sujet de l’arc hyper- 
bolique (Phtlosophical T ransactions, 177); Mathema- 
ucal Memoirs, by John Janden, 1780). 


V. — Courbes de M. J.-A. Serret. 


M. Serret s’est proposé de rechercher toutes les courbes 
algébriques dont l’arc est exprimable au moyen des fonctions 
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elliptiques (Journal de Liouville, t. X, 1"° série ; voir aussi 
son Traité de Calcul différentiel et intégral). Voici seule- 


ment les résultats auxquels 1l est parvenu. Soit » une quan- 
uté plus grande que un, posons 


Ü Er RY =: V rh VEEST 
 —  — —  ———"  —— == 
Ver ar | V2(n +i)é 


R=y—(@2—ont+r) 


On en tire, en supposant le radical réel, c’est-à-dire £ com- 
pris entre les racines du trinôme {2 — o4{n + FA 


Un REP TO dre SENS Le 
U Dvo ch. VER 21h 


on fait ensuite 


Et 
(1) Z+yy—1=ViU ? V ? ; 


on en conclut 


ou, en prenant les modules, 


Ty?  n?+1 
a? + y? | 4&2R? 


Or on trouve x? + y?= t, au moyen de la relation (1);ona 
donc, en appelant s l'arc de courbe, 


x? HR Vrè—1 
APT 2R ÿ£ 
ou bien 
Vn?— 1 dt 
D = 
2 R V4 
ou enfin 


Vr?— 1 dt 
S — à 
VMS ant— 1) 


Les courbes dont x et y seront fournis en fonction de t 


en égalant les termes réels et les coefficients de ÿ— 1 dans (1) 
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seront donc telles : 1° que x et y seront fonctions algébriques 
de £; 2° que leur arc sera une fonction elliptique de £. 
Si l’on fait, par exemple, 7? — 3, on a 


LR YVETTE 
TE Vale rt : (£ x ) 
> 2 


et, par suite, en observant que R— /— 12200 


+ it—r 
4: 


Last 
ARTS 


(pp 


L’élimination de t entre ces équations donne 
(er + y) = (72772); 


c’est l'équation d’une lemniscate de Bernoulli. 
Observons encore que les courbes qui ont pour équations 
en coordonnées polaires 


= 4 COS MN ou r = asinm0, 


a désignant une constante : que le limaçon de Pascal ou con- 
choïde du cercle qui a pour équation 


r—=a+R cosô, 


a et R désignant des constantes, ont leurs arcs exprimables 
par les fonctions elliptiques. 

Mentionnons encore les épicycloïdes allongées ou rac- 
courcies, dont les équations sont de la forme ; 


æ = aSinmu + bsinnu, 


J = acosmu + b cosnu, 


a; b, m, n désignant des constantes et w un angle variable ; 
on a 


ds? —[a?+ b+9ab cos(m — n)u]du?, 


m—n Lo TETE 
ds? — (C + OP COS —_— u +(a— b ji sin? u du? 
2 1479 
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el, par suite 
a + b a—b\?|. m—n 
= du 1— | 1 — SIN? —— y; 
2 + 2 


ces courbes, comme l’on sait, sont algébriques toutes les fois 


que Met n sont commensurables. 
Les courbes ayant pour équations 


a b 
A k At 
sin 720 cos m0 


ont également leurs arcs exprimables par les fonctions ellip- 
tiques. 
VI. — Démonstration d'un théorème de Poncelet. 


Etant données deux coniques, en les rapportant à un 
triangle autopolaire commun, on pourra mettre leurs équa- 


tions sous les formes 
2 dire 22 0 
O 


S 

Le 

| 
mi | 


I 
( ) cn © sn © 


et à la seconde en prenant 


7 
LS 


à 


du onÿ — snÿdn0 — cn? 
pourvu que l’on fasse 
( 
onde, RIVE ASENS 
dn 0 vb 


[22 
ce qui est possible en choisissant convenablement le module Æ 


des fonctions elliptiques. 
Soit M, un point de la première conique; par ce point 


3392 CHAPITRE X. 


menons une tangente coupant la seconde en N, et N}, l'équa- 
tion de cette tangente sera 


TCnP + ysno —z—0o, 


et les coordonnées des points N; et N° ou, mieux, les valeurs 
de Ÿ en ces points s’obtiendront en éliminant x, Y, Z entre 
cette équation et (2), ce qui donnera 


COS ® cos Ÿ + sino sin dn0 = cn. 


La comparaison de cette formule avec celle de Lagrange 
(p. 207) donne 


0— (po —4) ou Y= pat, 


Supposons alors que l’on mène par le point N, une tan- 
gente à la première conique rencontrant la seconde en N é 
el touchant la première en M, : que par N, on mène une 
langente à la première conique coupant la deuxième en 
N: et touchant la première en M, etc., le lieu des points 
de rencontre de M,N, et M,N, sera une conique. 


Ce théorème a été établi péniblement, pour la première 
fois, par Poncelet. Pour le démontrer, nous observerons que, 
si l’on appelle 20 la valeur ? en M, la valeur de 4 en N, sera : 
Ü+o,, la valeur de o en M, sera alors Po + 20, celle de Ÿ 
en N, serao, + 34,...,la valeur de + en M, sera 65 +2nÛ; 
le lieu cherché s’obtiendra alors en éliminant v, entre les 
équations des tangentes en M, et M, ou 


(3) T CN Po + Y SU Vo — 3 —0, 
®Cn(po+2n0)+ysn(o +an0)— 3 —0: 
en combinant ces équations, on a 
æ[en(po+ 270 )— Cho] + y[sn(v0 + 2n0)—snv]—=0o 


ou bien 


— æsnn06 dnn0 Sn Po dnv, + y sn n0 Cn 60 dn®ç = 0; 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 339 


on en tire 


sn I 
in eq — m À = tango: 
cn æ dnnû T ' 
I 
‘en posant mn — SEL on en conclut, en portant cette valeur 
dans (3), | 
a+ my?—z my? +x=0o 
ou 


My 3% 0. 


Le lieu est donc une conique qui a le même triangle autopo— 


. . , » . I 
laire que les coniques données. On voit que, sim = — —1 
dn.n0 


ou que si 20 est égal à 2pK, Le lieu coïncidera avec la seconde 
conique, ce qui constitue une nouvelle démonstration du théo- 
rème de Poncelet, démontré par Jacobi (p. 211). 

Le théorème de Poncelet peut être transformé par polaires 
réciproques ; 1l fournit alors un théorème corrélatif que nous 
pouvons nous dispenser d’énoncer. 


VII. — Roulette de Delaunay. 


La roulette de Delaunay est engendrée par le foyer d’une 
conique qui roule sans glisser sur une droite. 
Supposons que la conique soit une ellipse, et soit 


a2y'?+ b2%2 = a? b? 


l'équation de cette conique rapportée à ses axes; soit 


la demi-distance focale ; sur la tangente en x’, y’ prenons une 
longueur égale à l'arc s’ de la courbe comptée depuis le som- 
met(&, o)jusqu’'au point(x’, y’). Soient y la distance du foyer 
à cette tangente et æ la distance du pied de la perpendicu- 
laire y à l'extrémité de la distance s' comptée à partir du point 
(æ', y’), les quantités +, y seront les coordonnées d’un point 
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de la roulette par rapport à une droite fixe sur laquelle la 
conique peut être censée rouler, et l’on aura 


a —cx 

0 RE 
LA i 
Y a+ cx 


HD ICHNA 


met 


LT —=S 


L'élmination de x', y’ entre ces équations et celle de l’ellipse 
fera connaître la roulette. Pour faire cette élimination, nous 
ferons z'— acose, y — b sin® el nous aurons 


da —cCcosvo 
Hi 10 NNTTRS TE 
F da + C COS 


(1) 


LR SRE Lu à cy sin 
| æ = [va CSN o de 
Û L b 


Cette courbe dépend, comme on devait s'y aitendre, des fonc- 
tions elliptiques, et, si l’on veut voir apparaître explicitement 
ces fonctions, il suffit de faire p—amt. 

L'élimination de + donne 


(b2+ y?)dy ; 
VA AR RUES 


3 


.. 0? | 
lorsque l’on fait 7 —=P et a — , celte formule devient 


p dy 


LA 
Var? NE 


2 


on en déduit, en n’ajoutant pas de constante, 


ne œ UT ce à 
2 = Biog| (7 +4/ Re 


ou 


on en conclut 
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Ainsi, le lieu des positions des foyers d’une parabole 
qui roule sans glisser sur une droite est une chatnette. 


La roulette de Delaunay content donc la chaînette comme 


cas particulier. 


On rencontre la roulette de Delaunay dans diverses circon- 
stances, par exemple quand on cherche une surface de révo- 


lution ayant ses deux rayons de courbure R et R’ liés par la 
relation 


a désignant une constante. En effet, si l’on cherche le méri- 
dien de cette surface, on voit que ce méridien est tel que, la 
normale étant désignée par N, on a 


R désignant le rayon de courbure de ce méridien. Il est facile 
de voir que ce méridien est une roulette de Delaunay : en 
effet, son équation différentielle est 


(/4 


2 Fe I Re 
HUE MS QE 
ÉD ANSE 
ou bien 
x v'dy dy dy 
(3) A 
CPAM A MENT Em 2 
En multipliant par y, on a 
vv' dv" ze da SL dy. 
! S æ] + a l 
(Ge EN di CRE 
le premier membre est la différentielle de 7. quand on 
RTE 40) à 


choisit le signe —, ce que nous ferons, et nous aurons, en 
appelant b? une constante, 


y +8? 


A NME 
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on en conclut 


Via ir pr 


F?+ b? 


2? 


J'= 


ce qui équivaut à l'équation (2) de la roulette de Delaunay. 


VIII. — La courbe élastique. 


La courbe dont le rayon de courbure est proportionnel à 
l’inverse de l’ordonnée ou de l’abscisse a une équation de la 
forme | 


LA > 
TÉSIC 
Ve = d%; 
o Va—-(x2+c} 


æ el y pourront donc s'exprimer par le moyen des fonctions 
elliptiques de première et de seconde espèce. Cette courbe 
est la forme que prend une poutre déformée sous l'influence 
de poids uniformément répartis sur sa longueur, lorsqu'elle 
repose sur deux appuis situés de niveau. 


IX. — Surface de l’ellipsoïde. 


La surface de l’ellipsoïde à trois axes inégaux 
2 2 2 


2 2 
a 4 C= 


s'obtient au moyen des fonctions elliptiques; nous satisfai- 
sons à l'équation précédente en posant 


æ = acosÿsin0, y = b sind sin, 3 = C cos. 


L'élément de surface est 


0x \? GYAT 03 \? 0x \ ? dy \? 03 \ 2 
16 -() +( ne +(#) + (5) 168 db dy 
ou bien, tous calculs faits, 


. Cu | IDD LT SN ET 
sin0 ÿb2c? cos?4 sin20 + a2c? sin? ÿ sin?0 + 4262? cos?0 dû dy: 
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l’aire de l’ellipsoïde sera donc 


2 In? in? in? 
CR RSREr AN ECS abe sin0 dû dy. 


: Une première intégration peut être effectuée par rapport à 0 
de o à r; à cet effet, on fait — cosÙ — &, et l’on a 


LIVRET SE. PE Can — Gu?abc du dy, 


en ar 
I cos? d | sin? cos?4 sin? 
LUN SRE NE D PE PO EE M : 
() G (3 a? b? ) , ( PICRETOTT 
On peut toujours supposer G? positif, c’est-à-dire 
I cos?4  sin?d 
c? e a? D? ? 


en effet, faisant b < a, le second membre de cette égalité est 
inférieur à 75) el, en supposant c > «a et b, cette égalité est 


toujours satisfaite. En nous plaçant dans cette hypothèse, 
notre intégrale devient 


rabc, /cos?4  sin24 
d 1C / a te b2 dy 


(on facilite le calcul en observant que Va — u? du est 


l’aire d’un demi-cercle de rayon JE en remplaçant G par sa 


valeur, 1l vient 


9 . 
“ cos?  sin24 
a? Ga b? 
rabc dy, 
Lie cos?Ÿ ce sin? 
0 c? a? b? 


el, en posant 


L. — Traité d'Analyse, IV. 22 
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l’aire en question devient 


2T : 

a + g sin?d 
rabc PR à 
0 Vp—g sin?4 


On peut supposer 9 > 0, p >0o; alors, en faisant : ST 


on à 
27 
Ve + = sin? 
(AE 
rabc GAV PLV PO 
0 Vi — #2 sin? 
X. — Sur les courbes du premier genre, et en particulier 


sur les courbes du troisième degré. 


Les courbes du premier genre jouissent de cette propriété 
que leurs coordonnées peuvent s'exprimer rationnellement au 
moyen d’une variable £ et du radical /a + bt+ ct? + dti + et, 
qu’on peut lui-même ramener à la forme 4/{1 — 42)(1 — #242), 
de sorte que, si l’on fait {= snu, on voit que les coordon- 
nées d’une courbe de genre un pourront également s'exprimer 
en fonction rationnelle de snw, cnw, dnu. 


Toutes les courbes de genre un peuvent être ramenées, au 


moyen de transformations quadratiques, à des courbes du 
troisième degré; celles-ci, à leur tour, au moyen d’une trans- 
formation homographique (p. 62), se ramènent à un type 
simple représenté par l’équation 


(1) J=(&—a)(z —$)(z— 7) 


où &, Ê, y sont des constantes. Nous allons essayer de repré- 
senter les coordonnées de cette courbe au moyen des fonctions 
elliptiques. æety seront (p: 206) de la forme 


M+AZ(t—-a)+BZ(t—b)... 
+ A'ZL'(t—a)+B'ZL'(t—0b)... 


M, A,B,...,A/,B/,...,a, ... désignant.des constanteset 


PORT 
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H'(4 Û 

SDS 4, 

H(4) 

ou y. Or y, en vertu de (1), a les mêmes infinis que x; si æ 
L LL LL L LL L L . ? 

a un infini simple, y a un infini d'ordre 5, CE qui est inadmis- 


Zi(t) la fonction b, ... sont alors les infinis de x 


sible dans le mode de représentation adopté; æ doit donc 
avoir au moins un infini double et y un infini triple : il faudra 
donc poser 

æ=M+AZ(t—a)+A'Z(t1— à), 

RENTE BZ(f—a)+B'Z(i—a)+ B"Z"(t1— a). 


Rien n'empêche de supposer & — 2K' HS alors on ta 
P \ 


@"(#) 
résidus À et B doit être nulle (p. 286) : donc A— 0, B— 0, 


et l’on peut écrire, au lieu des formules précédentes, 


il faut aussi observer que la somme des 


, & @'(t) 
QE dr 0) ,» d? 6'(t) 
OEM AE eee Et) 
. Ê l \ \ 2. , e , 
Mais de est, à une constante près, la dérivée de l'intégrale 
(4) 


de seconde espèce; on peut donc écrire 


æ = à + b sn?1, 


y = a+ b'sn?é + c'snécntdn£, 


a, 0, à’, b', c' désignant des constantes, qui, bien entendu. 
n’ont plus aucun rapport avec celles que nous avons dési- 
gnées ainsi tout à l'heure. Appelons £;, t, t; les valeurs de 
pour lesquelles on a æ — x, &, Y; On trouvera 


œ = a + bsn?t;, 
B = a+ bsn?2e,, 


Y=a+bsn?t; 
A # 
Y? = 03(sn?t — sn?é;)(sn?£ — sn? l2)(sn?€ — sn?4, ). 


Or, y étant nul pour {= + 4,, + to 4, on à 


0=&@+b'sn?t; + c'snticnt,dn li, 


-0=@'+D'sn?t; — c'snt,cnt;dn li; 
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donc 
a'+ b'sn?t; = 0, c'snticntidné; =0, 
a'—+ b'sn?t> — 0, c'snéo Cn {2 An ts = 0, 
a'+ b'sn?t3 = 0, c'snt;cn té; dnt3 —0; 


c' ne pouvant pas être nul, puisque y doit avoir un infini 
triple (et d’ailleurs, si c était nul, x et y seraient fonctions 
rationnelles de sn?£), il faut que, £,, {> et {3 étant censés dif- 
férents, on ait par exemple sn£, = 0, cent, = 0 et dnt; = 0. 
Alors a — o et b'— 0; on a donc seulement 


æ = a+ bsn?t, y'= c'sntcntdné, 
et par suite on doit avoir, en vertu de (1), 


c'?sn?t(1 — sn?£)(1 — A2sn?t) 
—=(a+ bsn?t—«a)(a+b sn?t — B)(a+ b sn?t=y); 


en identifiant, on a 
(a—a)(a—f$)(a—Y)=0; 


donc une des quantités «, $, y est égale à a. Soita = a : 
l'équation précédente devient 


c'2(1— sn?t)(1 — A?sn?t) = b(a — $ + b sn?t)(x — y + b sn?6) 


et, en identifiant, | 
ci= bu —R)(x-— 7), 
— c'(1+ 4) = bou — B— +), 
c'Ak2 = B3, 


En ajoutant, on a 


o=(2—B( 


Yi 060$) rate 
d’où 
b—8—a ou Y — 2. 


S1 l’on prend b = $ — %, on trouve 


EC ne) Va a VE 


Ye 
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on a donc enfin, pour représenter la courbe (1), les formules 


—(B—x)ÿy—xsntcntdnt, 
‘ME 
y—4 


L’aire de la courbe pourra, comme l’on voit, s'exprimer 
aussi par le moyen des fonctions elliptiques ; on trouve 


L æ=a+(B—ax)sn?t = $ sn?é + «x cn?é, 


(2) 


y dx = 2(8 — a)? ÿy — a sn?t en°?t dn?t dt. 


XI. — Quelques propriétés des courbes du troisième degré. 


Nous ferons usage du théorème d’Abel, démontré page 154. 
En vertu de ce théorème, si l’on coupe une courbe du troi- 
sième degré 

| f(x, J)=0 
par une courbe variable et si l’on appelle (x1, y), -.., 
(æi, Vi), ... les coordonnées des points d’intersection, on 


doit avoir 
D ee 
ENT NES 
of 


f(x, y) désignant, pour abréger, la dérivée A Nous ferons 


une première application de cette formule en supposant que 
la courbe variable se réduise à une ligne droite; alors on 


devra avoir 
dx; ee de La dx 
feæis Yi) fat Ya) feat, Ya) 


— ©. 


Nous allons appliquer cette formule à la courbe du troi- 
sième degré considérée au paragraphe précédent, représentée 
par les équations 


(1)  pi=(æ—a)z—$) 
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æ = Ê sn?£ + « cn?é, 


y =(B—4)ÿy—asntcentdnt, 


EYES 
À RETE 


De ces formules on tire 


dx = 2(8 — a)snt cent dnt dt 
el, par suite, 


ADN LEE 
gs Vry— 2° 
or 
(3) 7 =Vix—aXæ Fa —7) 
ou 
VE — 2) PES: 
+ Me : ; A 
donc ici Ÿ — 2y et tape Tes on doit par suile avoir, en 
OV 


2 CEST. 
9Y 
appelant x,,y,;%2,ÿ23 &3, ya les coordonnées de trois points 


en ligne droite sur la courbe (3), 


dx; lt Tir 
—_—— —!- 
Ji Ja J3 


ou, en appelant £,, 4, 3 les t de ces points, 


dti + dt + dtz = 0 


ou enfin 
+ do + 3 = const. 
Ainsi : 
Tnéoreme. — Les t de trois points en ligne droite sur 


une courbe du troisième ordre ont une somme constante. 


Pour déterminer cette constante, nous supposerons les 
trois points sur l’axe des x; alors y — 0, et snécentdnt — 0: 
les valeurs de { correspondantes annulent sn, cné, dné et 
“l'ona 
h=2MmK+omK "1, 
b=(2m+1)K+omkK 5, 


3 =(2m+1)K+(2m+1)K'Y—5;; 
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on trouve donc, pour la valeur de la constante, 
(4) th+étts=2mK+(am+1)Ky—1, 


m et m/ désignant des entiers quelconques. 
Réciproquement, si la relation (4) a lieu, les points 4,, 
l», {3 seront en ligne droite; car, en appelant 4, le { du point 
en ligne droite avec £, et {>, on aura 
ati —omRr(am-t1)K' V1; 
! 
donc 43— 4, 


Les points d’inflexion d’une courbe du troisième degré 
sont trois à trois en ligne droite. 


En effet, un point d’inflexion s’obtiendra en supposant 
= ts = l3 dans (4), ce qui donne pour son { 


2mK AIM I, — 
+ —— K'y—:1; 


9 
JÀ 


æ et y seront distincts en prenant 


RS CE 65 K'4/ 21 
MT Vinci ca D È 2 < ? 


: 3 3 3 
SR 3 Url a K\ L5K 1 5K 
APS NE FU T AE 
D A RSR VEN dk SK VE T,  4K, 
PA RNE DE 3 D dpi ES 


ce sont les £ des neuf points d’inflexion. 

La somme de trois quelconques d’entre eux est de la forme 
2mK—+(2m+1)K Ver ; donc ils sont trois à trois en ligne 
droite. CS OMR D: 


Vaéorème DE Maczaurin. — St par un point M d’une 
courbe du troisième degré on mène des tangentes à la 
courbe, les points de contact autres que le point M sont 
tels que, si on les joint deux à deux, les droites ainst 
menées concourent en un même point situé sur la courbe. 


Supposons que, par le point {, on mène des tangentes : 
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pour les points de contact, 4, et 4, seront égaux; on devra 


donc avoir 
2MmK+(2m+1)K V1 —# £ 
RE EE an 


la === 2 » 


les quatre points de contact ont donc pour € 


KT ls 3K'y=3 li 
TIME TEE Re 
2 : : 2 
KV NE Tes RTE t 
—— + K — —, — —; 
2 2 2 2 


la somme de deux de ces 4 est de la forme 


(2m +1) K'ÿ—1+ (2m +1) K —#, 
ou 


2mKV=r + omke Ët, 
de sorte qu’à la première combinaison correspondent le point 
lt + K et à la seconde le point 4, + K/V/— 1, tous deux sur 


la courbe. 


Soient M,, M, M; les points d’intersection d’une courbe 
du troisième degré avec une drotte; les tangentes en M,, 
M:, M; rencontrent la courbe en trois points en ligne 
droite. 


En effet, soient 4,, l>, t3 les paramètres qui déterminent 
les coordonnées des points M,, M,, M, les tangentes en £,, 
l2, ls Couperont la courbe en des points dont les paramètres 
seront 0,, 0, 0:, et l’on aura 


Oi+ot, = 0 +2é =0;+ot;=2mK+(2om+ 1)K! 7° 
mais, comme 


hi +is=2mK+(2m+1)K #41, 


il viendra 


+ 0+0;=2mKkK +(2m'+1)K #1, 


AU ET 
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ce qui montre bien que les points déterminés par les para- 
mètres 0,, 0,, 6, sont en ligne droite. 
En particulier : 


Les asymptotes d’une courbe du troisième degré ren- 
contrent la courbe en trots points situés en ligne droite. 


Ge théorème peut être généralisé et étendu à des courbes 
d'ordre supérieur : ainsi, si l’on coupe une courbe du qua- 
trième degré par une droite, les tangentes aux points d’inter- 
section rencontrent la courbe en huit points situés sur une 
conique, elc. 


XII. — Les points Steiner dans les courbes du troisième ordre. 


On appelle points Steiner d’une courbe ceux où une 
conique peut avoir avec elle un contact du cinquième ordre. 
Voici comment on peut mettre ces points en évidence sur les 
courbes du troisième ordre. 

S1 l’on coupe la courbe représentée par les équations (2) 
du paragraphe précédent par une conique, les six points d’in- 
tersection s’exprimeront au moyen de six paramètres 4, 
la, -.., & qui seront les valeurs qu'il faut attribuer à # dans 
les formules (2) en question, pour que x et y représentent 
les coordonnées d’un point d’intersection; ces six paramètres 
satisfont à la relation 


dt + dts+...+ dt; =0 ou dd; 


Da ti const: 


Pour déterminer la constante, on peut supposer la conique 
réduite à deux droites, et alors, d’après ce que l’on a vu tout 
à l'heure, s1 £,, 2, t sont les paramètres des intersections 


d’où l’on déduira 


de la courbe avec l’une des droites, on aura 


+ to+ts=2mkK+(am+1)K 
+ ts+ts=2mK + (om, +1)K' 1, 
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et, par suite, en appelant » et m! deux entiers quelconques, 


Dane 2mK+om'K'Y/—1. 


Réciproquement, si cette relation a lieu, les six points 
déterminés par les paramètres {,, {:, ..., {4 Seront sur une 
conique. 

En un point Steiner, six points confondus sont sur une 
conique; un point Steiner sera déterminé par l’équation 


(1) 6t=2mK+5mKy #8: 


on lire de là les valeurs suivantes de t fournissant des valeurs 
distinctes de x et y : 


K' 2K : 3K.: {KR KES 


5e MEME CT Ut ee Cu 
K'MPR NES SK NEK V4 
3 Sat ARE TL 3 


Ces valeurs sont au nombre de 36: il y a donc sur toute 
courbe du troisième degré 36 points Steiner, mais 0 de ces 
points coïncident avec les points d’inflexion où la conique 
osculatrice se réduit à deux droites confondues: il y a donc 
seulement 36 — 9 = 25 points Steiner proprement dits. 

IL est facile de voir que : 


Deux points Steiner sont toujours en ligne droite avec 
ur autre point Steiner, ou avec un point d’inflexion. 


En effet, étant données deux des quantités (2), on en trouve 
toujours une troisième dont la somme fasse 


2mK+(2m+i1)K'y—: 


Les points Steiner sont les points de contact des tan- 
gentes menées à la courbe par les points d’infleæion. 


En effet, soient 0 le paramètre d’un point d’inflexion, 


4 


néant he 
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t celui d’un point de contact d’une tangente menée par le 
point 0, on a 
22+0—2mK+(2m+1)KY— 1, 


30=2mK+(2mn) Er)K y—1: 

d l’ 5]; L2 L2 2 L] 1 
élimination de 8 entre ces équations montre que l’on a 

Gé—2mK+2m,KV—1. 


Mo el m, désignant deux entiers comme m, nv, m, et mn 
La intl (1), à laquelle satisfont les paramètres des ue 
Steiner, montre bien que les points qui nous occupent sont 
les points Steiner, car ils sont au nombre de 27, 

(Pour plus de détails sur les points d’ Re et les points 
Steiner dans les courbes du troisième ordre, consulter la 


Thèse de M. Lemonnier.) 


XIII. — Sur les biquadratiques gauches. 


Deux surfaces du second degré, ou quadriques, se cou- 
pent en général suivant une courbe gauche du quatrième 
degré, que l’on a appelée biquadratique gauche; lorsque 
ces surfaces ont une génératrice commune, la biquadratique 
se décompose en une noie et en une rte appelée cubique 
gauche. 

Par une transformation homographique, on peut toujours 
ramener les équations de deux quadriques, et par suite d’une 
biquadratique gauche, à la forme 


De AO 
FENTE, 
(1) | ze Zz2 
| (2 He ne 


il suffit pour cela, après avoir pris pour tétraèdre de réfé- 
rence le tétraèdre autopolaire commun, de transformer ce 
tétraèdre en un autre ayant une de ses faces à l'infini; on 
peut même, si l’on veut, supposer les trois autres faces rec- 
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tangulaires ; les deux quadriques se trouvent alors rapportées 
à leur centre et, en éliminant tour à tour z et J; on ramène 
leurs équations à la forme (1). | 

On satisfait aux équations (1) en posant 


(2) T=usné, WCT Le 3 =YIdnr, 


La courbe (1) donne donc une représentation géométrique 
toute naturelle des fonctions elliptiques. 
Coupons la courbe (1) par un plan variable 


Az + By +Gz+D—o, 
d’après un théorème d’Abel (démontré p. 158); on devra avoir 
dx: da ds ; dx, 


JC DT Ce) lot td) oct 


OV 81)  O(Yas &2) (Ya 23) (Yu &) 


CR Per) Pen RTE z;) désignant les coordonnées des 
intersections du plan et de la courbe et ©, Ÿ désignant, pour 
abréger, les premiers membres des équations (1). En effec- 
tuant les calculs, on trouve 


dx; AT dx; dx, 
—— + . +- 


J1231 Ÿ2 32 J'3 33 Vu ZX 


—= O0 


L! 


ou, en remplaçant +, y, z par leurs valeurs tirées de (2ÿ 


dt, Eu re: dt = dt; nn dts —= O, 


> LE cConste 


en appelant #,, £, 3, t, les valeurs de t aux points où un 


c’est-à-dire 


plan coupe la biquadratique. On détermine la constante en 
faisant coïncider le plan sécant avec le plan des zy ; alors #,, 
l2, ls, li Sont racines de snt — o et l’on a, en négligeant des 


multiples de 4K et de 4K/ÿ— 1, 


SES 


ré on 
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On peut alors énoncer le théorème suivant : 


Lorsque quatre points d’une biquadratique sont dans 
un même plan, la somme de leurs t est = 0 


Réciproquement, il est clair que : 


Si la somme des t de quatre points d’une biquadra- 
tique gauche représentée par les équations (2) est égale 
à zéro, ces points sont dans un même plan. 


DNOHESUPPOse ti lo == l2 — 4, le plan rencontrera la 


biquadratique en quatre points confondus, il sera suroscu- 


lateur ou stationnaire; le £ du point d’osculation sera donné 
par les formules 

4t=0, 
ce qui fournit seize points avec des coordonnées différentes 
correspondant aux valeurs suivantes de £ 


DRE RTASS K° 


On démontrera facilement les théorèmes suivants : 


Les seise points stationnaires sont quatre à quatre dans 
un même plan. 


Car, trois d’entre eux étant donnés, il s’en trouve un autre 
tel que la somme de leurs £ soit = 0. 


Deux points dont la somme des t est constante sont tels 
que la droite qui les joint engendre une surface du second 
ordre passant par la biquadratique : on peut obtenir de tels 
poinisen coupantlabiquadratique par un plan passant par 
deux points fixes de cette biquadratique. 

Le lieu des points d’où l’on peut mener deux tangentes 
à la biquadratique est une courbe plane unicursale du qua- 
trième ordre, ligne double de la surface développable lieu 
des tangentes à la biquadratique. 
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Toutes ces propriétés et beaucoup d’autres sont des con- 
séquences de la formule 


lit io i;+ lt, =0. 


Pour terminer cet apercu, nous démontrerons un théorème 
récemment découvert par M. Cayley, et qui découle des con- 
sidérations précédentes. Coupons la courbe 


PSI 2, HN BAT 


par le plan 
aT+b0y+cz+1—0, 


a; b, c désignant des constantes, l'équation 
asnt+bcné+cdnt+r—=0o 


en £ qui en résulte détermine quatre valeurs de # dont la somme 
est — 0. Si, dans cette équation, on exprime tout en fonc- 
ion de sné, de cnt ou de dn t, on obtient des équations du 
quatrième degré qui sont les suivantes, où l’on n’a écrit que 
les premiers et les derniers termes, seuls utiles, 


| HHB+e)—ir+64+0)0 HERO 


SHAZESS — a 0; 
[(@V—1+b+ck)(—ay—i+b+cR)] 
FX (ay—=T—6+ek)(ay=i + b—0ck)| 
: (a+i+ck)..… | 
cn*é...—+ —= 


) 


(aÿ—1+b+ck)…. 
dontp 2 Pere V—i+k).. 
(aÿ—1i+b+ck)…. 


On en conclut, en appelant 4,, to, t2, €, les t des quatre points 
de la courbe situés dans le plan, 


l2K°?snt;snt> sné;snt, 
— À? cné ent cent; ent, + dnt, dn & dn£; dné, = #2; 


telle est la relation qui lie les fonctions elliptiques sn, en 


? 
dn de quatre quantités satisfaisant à la relation 


+ lo + is +i =, 


di are ns dt net dc 2 
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A cette relation correspond la suivante 


PE à - 
42% PB To la TE K2VY1Y293Vr | Lo Jr? 
SAS — À “ 


INT ET EE: 
a* GB A ? 


21232323 
L, 


qui lie les coordonnées de quatre points de la biquadratique 
(1) situés dans un même plan. 


XIV. — Surfaces monoïdes de M. Cayley. 


M. Cayley appelle surfaces monoïdes (Comptes rendus, 
4 LIV et LVIIT) les surfaces représentées par une équation 


de la forme 
3 —=0(x, 7), 


Ü désignant une fonction rationnelle de x et de y. Sil’on sup- 
pose cette surface d’ordre m, on pourra poser 


(x, ) 
Y(æ, y) 


(1) 5 Pit 


® désignant un polynôme de degré 7» et 4 un polynôme de 
degré m — 1. 

La surface monoïde (1) a un point multiple d'ordre » — 1 
à l’infini. 

Toute courbe gauche est l’intersection d’une monoïde 
et d’un cylindre. 


En effet, soient P — 0, Q — o les équations d’une courbe 
gauche, entre ces deux équations on peut éliminer 3, ce qui 
donne une équation de la forme 


(2) PCR EE 0: 


Cette équation (2) exprime que P — 0, Q — o ont une solu- 
üon commune 3, laquelle, comme on sait, s'exprime ration- 
nellement en x et y; on peut donc poser (1) 


(x, ps 
(ZT, 7) 


LA 
2,2 
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La courbe gauche considérée est donc bien l'intersection du 
cylindre (2) et du monoïde (ne 

Un plan coupe la courbe (1), (2) en mn points, si f—0o 
est de degré » et si la monoïde (1) est de degré m. Toutefois, 
la courbe (1), (2) ne sera que du degré mn — «, si « désigne 
le nombre des solutions communes à | 


f =0; DL 0: Y=0; 


si ces équations ont effectivement solutions communes, (1), 
(2) représenteront & droites parallèles à l’axe des y et une 
courbe d'ordre mn — x. 


XV. — Cubiques gauches. 


On a donné le nom de cubiques gauches aux courbes d’in- 
tersection de deux quadriques ayant une génératrice com- 
mune. Les équations d’une cubique gauche peuvent donc 
être ramenées à la forme 


Pxz +Qy =, 
P'x + Q'y = 0, 


À V, [ "à LL A LJ LL 
P, Q, P', Q’ désignant des polynômes entiers du premier 
degré en x, y, z. Mais ces équations représentent avec la 
cubique l’axe des z, à savoir æ — 0, V0 

Une transformation homographique ramènera ces équa- 


uons à la forme 
Gy — Hz = 0, 
Gi — Hz —0, 


où l’on peut supposer {— 1, ce qui donne 


CATARS 
H "1 MORE 

Get H désignant deux polynômes du premier degré. On tire 
de là 
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Si, dans Gy — Hx, on remplace 3 par sa valeur, on est ra- 
mené aux équations 


AY 
de 2 


(1) RATS 
My — Nx = o, 


où M et N sont de second degré, mais ne renferment plus 3. 
Le monoïde est ici un paraboloïde hyperbolique ; quant au 
cylindre, il est du troisième degré, mais il est facile de voir 
que sa base présente un point double x — 0, Y = 0; en eflet, 
si l’on pose 

| G=ax +by +cz +d, 


H=c'x+by+cz+ CA 
l'équation (1) devient 
[(azx + by + d)y +czxly +[(a'x + 6 + d'}y + c'æ]x — 0 


et il est clair que l’origine est un point double. 
La courbe (1) est donc unicursale et, si l’on pose 


0, 


S1S8 


on pourra représenter celte courbe unicursale au moyen des 
deux équations 
uvo(u) o(u) 
= PREITRELE , A7 —_— ei Be. , 
Y(u) dV(u) 


o(u) et Y(u) désignant des polynômes du second degré; de 
sorte que la cubique gauche pourra être, en définitive, repré- 
sentée par trois équations, telles que 


uo(u) o(u) 
T — Ù Y = Zz =tu 


V(u) Mur 


t désignant une constante, si l’on veut, égale à un. L'emploi 
des fonctions elliptiques n’est donc plus nécessaire pour 
représenter les cubiques gauches. 

L. — Traité d'Analyse, IV. 23 
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Résumé des principales formules elliptiques. 


Le DTA nT 
O(x)=1—2g cos + 2q+ 008 —— 229" 50 2 GROS K_—F:: 


TT è TT 
= A(1—2g 0087 K pue +)(1—2gtc0s K +) (agen T4 qe)... 


: Ab Te AE) Te 3 TE 
PAT) = TH g os r 2gi cos EE ag COS +... 


A 1-2 q COS + g° 1+2q9 cos 7 + g6 ag eos TE + ge). 
K K 


2 . 3 mme ACRENDTE 
— 90 sin © —— 
7 2K 


RENE: sinT? PE VAT 


2 K 
= Angisin®? 1—2q?cos— + gi I agheos Te + gt)... 
K K K 


1 9 27n+1N9 
— TT = 31 CA 2 +I)TT 
Hi(æ) = 2gf cos + 295 cos— Sr Lin ? ) co CSS M mnt 


4 TX 4 ut 
= Ang cos PE (14 29° cos K On : 


AE 9m EC Eee 


H(o) —0, O(K'ÿ—1)=0, 
H,(K)=o, e(K+ K'ÿ—1)=0o. 


OCT =0 702), 8:(7+K)=8(x), 
H(z+K)=H;(x) H(x+K)=—H(x). 


(a+ KY—T)=YIBH(z),  Oi(x+ Ki) = BH;(+), 
H(x+K'yÿ—1)=y—1B8(x); H,(x+K'y—1)=B@(r). 


Ty—1 
LE 


DE 61) %k 


d(r+2Kÿ—1)=—A8(r),  @(r+2K'ÿ—1)= A8,(x), 
H(x+92K'y—1)=—AH(x);  Hi(x+2K'yÿ—1)=AH,(x). 


SRE (x+k V1) 
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PME RER DA 
VE O(æ) bi (0) 
AP k' H;(x) ER @(0o) 
Co y B(æ) ; VA = Bi(0)" 
ONE) 
d RE 
nx = ÿk O(x) ? 
se 1 9 
Vk 2q/+oqgt+... tee 1—2q +2q#—... 
1629 + 9g8 4. ? Te 
— à 9 3 
KE Ph —-3 gt 4... KE ARLES HR 
T 1—2q+2gqt—... T Lin rare 7 ble 
2 K 2 K 
So) = RER 0:(0)= FE 
2-1 ï 
9 ne Lr4 né (2)? Gn+ilre 
os vu  cosh TT +. 2P cosh M on eee 
oi (ro cosh Te + pt)(: a 
AE 
(x) =1+92p cosh 27 K ne cosh a +. 


FN 3 “et 6 
(: + p cosh TL? _ +r)(1+p cosh K + pt). 


ant sin h “Ars 


Fe y TT ur ITrE Fe 
An(æ)= 2p TRES SK Te <2p KT? 


RARES sinh Rs cosh Re pt) (1 op cosh FE K +). 


TT sk 3TX 
nd —2pscosh Ke +. 


A1(æ)= I—2p cosh 27 _. + 2p*cosh 


TT. 6 
K’ AW NE SE 


À —=(1—p?)(1—pi)(1—p6)..…., 


K 
p=e E, 
ñ(o)—0, O(KY—1)=0, 
TOR) O NO CRE REV EETT) Lo, 


— À = ax 3 
(: 2p cosh er +p)( 2p3cosh 


T x? 
RAT AE AT NE or 
OVH ME EUT, 
K 
K' 


LL »— hi à ls PP on à 
‘a Fr Te Ve Le 04 ; 
* e 
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| snæ. | ch æ. dn x. 
4K, 
Périodes. .... 4K, 2K ÿ—1 |2K+2K'ÿ—1| 9K, 4K = 
LÉTOS ER: or KT 80 K, —K | ES Vs. 
[—K+Ky—1 
Infinis ....... Mode Id. Id. 
laK + K'ÿ—i 
L—= 
VALEURS DE 
|! MPour:x = = Re 
| sn x. | CRT, dn x. 
O0 0 | I , 1 
K ES k: | — 
: MR | VW 
K'ÿ—1 1 | Ve k ARTE 
RL OU En © = Vi 
2 VENTE k Vite v 
K I 0 k 
2 K | DE | — I I 
K'y —:1 ) | a æ 
2KY—71 | 0 — I — I 
2K+K'y-—1 | co | D co 
K+KV—T. r ae: 7 cr o 
sn(—x)—=—snx, sn(2K Er) ne 
en(—x)=  cn?, cn(2K Er) en 
dn(—z)= ‘dnz; dn(2K 27) = 14m 
en(K+)= sn(K—x)= 2e 
, snæ SAS 
cn(K+z)=—À Aie cn(K—xr)=}X Es L 
k£' k 
dn(K + æ)=—= rie dn(K — x) = Are 


su (K' V—i+zx)= 
en(K' PESTE x) = — 


dn(K'yÿ—1+2x)— — W—i —: 
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_sn(2K'ÿ—1+x)=5snx, 
en(2K'ÿ—1+x)=—cnr, 


dn(2K'ÿ—1+x)=—dnx. 


snæ pour x = K'ÿ—1: 


2 
ksnæ 


— 1 dan: 


2 
KR snr 


cn © 
sn © 


l d_inz...….. RARE AI EC = +1. 
À d,snx pour æ=2K+K'V—1=—7; 
— 1 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Dans un triangle sphérique dont les angles sont À, B, Cet es 
côtés a, b, c, on peut faire 


an sin & 
sin à 

sinc 

sin À 

_ sinB 

sin C 


= ksn(u+v); 


sn u, 
sn?, 
sn(u+v), 
ksnu, 


kÆsnpv, 


cos & 
cos b 


cos ec 


_ COS A 


cos B 
cos G 


cn; 

= onp, 

—=cn(u+®), 

un, 

= dnp, 

= — dn(u+v). 
(GLAISHER.) 
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2. Appliquer le théorème de Liouville (P: 274) au développement 
de sn(mx + a) en fonction de snx et de sn'x. 


3. Appliquer le théorème de Liouville au calcul de snx en fonc- 
tion du sinus amplitude correspondant à une période m fois plus 
petite. 


4. Trouver les zéros et les infinis de CnZ+y—1snx. (LEMON- 
NIER, Annales de l’École Normale, a étudié les propriétés de cette 
fonction; 18-3.) 


5. On a, en appelant F(sn?x) et J(sn?x) des fonctions des degrés 
net nr —2 en sn?x, | 


eds r H(x— 4;)H(æx— a,)...H T — A» 
(SNA ES (RES = C — 1) ne ), 


CG désignant une constante et Gi, &, ..., an les zéros du premier 
membre. (HERMITE, Notes au Traité de Lacroix.) 


6. Reconnaître si une intégrale de différentielle binôme est expri- 
mable en termes finis, au moyen des fonctions elliptiques ou au moyen 
des fonctions hyperelliptiques. 


7. Appliquer la méthode de Fourier au développement d’une fonc- 
tion doublement périodique en série trigonométrique. 


( Voir Brior et BouQUET, Fonctions elliptiques.) 


PEU ETES 

Eee dn a sn?x dx 8'(a) … 162) 
- = LD + -log——, 

À 1— A2sn?a sn?x O(a). 2 °O(x+a) 
* AÆtsnacnacn?x UE (a) 1, @(x—a) 

o dna(i—Æ?sn?asn?x) (a) ” 2 MP BCE 
1 sna cn a dn a dx (x) : DNA 
RER UO Re Por med = 4 / = —————— 0 

À sn?a — sn?x O(a) 2 °H(ax) 


(JACOBI.) 
DNS IO D A 
f(x)= A +Bzx+Ca?+ Ds, 


l'intégrale de l’équation 


[A2] de + [f(y)T dy = 0 
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sera 


f(x) f(y)f(a) 


=[A-+B(x+y+a)+C(xy +ya+ax)+Dzrya}, 


a désignant une constante arbitraire 


(Mac-MaHoN, Quarterly Journal; 1883.) 


10. Quelques auteurs ( Weierstrass, Halphen, Hoüel, ...) ont fondé 
la théorie des fonctions doublement périodiques sur la considération 
de la fonction 


Ÿ F du 
(Zt— a ——— 
et de son inverse 
u —p(z); 


l'emploi des fonctions p est peut-être plus simple que celui des fonc- 
tions sn, Cn, dn ; mais, comme la plupart des bons Mémoires sont écrits 
dans la notation de Jacobi, nous avons cru devoir la conserver avec 
M. Hermite. 


(Voir Traité des Fonctions elliptiques, par G.-H. HALPHEN.) 
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ee 


CHAPITRE XL. 


ÉTUDE DES FONCTIONS ABÉLIENNES. 


I. — Préliminaires. 


Dans ce Chapitre, nous allons faire une étude rapide des 
intégrales des fonctions algébriques d’un genre supérieur à 
un; ces intégrales sont ce que l’on appelle proprement des 
intégrales abéliennes. 

On peut étudier les propriétés des intégrales abéliennes 
par les méthodes de Cauchy, ainsi que l’ont fait successive- 
ment MM. Clebsch et Gordan et, plus récemment, Briot. 
Toutefois, les méthodes imaginées par Riemann, élucidées 
et perfectionnées par MM. Neumann, Clebsch, Lüroth, nous 
paraissent plus simples et plus rapides (!). 

Nous commencerons Par exposer un mode de représenta- 
ion des fonctions imaginaires inventé par Riemann, et qui 
servira de base à nos recherches ultérieures. 

[Riemann, sa Thèse, Güttingue, 1851 (Theorie der abels- 
chen Functionen; — Journal de Crelle-Borchardt, 1897) 
— ou ses OEuvres complètes. ] 


II. — Surfaces de Riemann. 


1 
Considérons la fonction z” : elle possède m valeurs en 
chaque point du plan, valeurs qui se permutent, comme l’on 
sait, autour de l’origine. 


(*) L'emploi des surfaces de Riemann n’est pas absolument nécessaire en 
Analyse, mais nous croyons devoir en faire usage pour faire connaître un 
langage employé surtout par les géomètres allemands. : 
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Par l’origine O faisons passer une ligne indéfinie dans un 
sens OL et limitée au point O, et fendons le plan sur lequel 
on représente les imaginaires suivant la ligne OL; tracons 
enfin une courbe fermée MNPM autour du point O. 


Cela fait, partons du point M et faisons suivre à la variable z 
| 2 
le contour MNPM, avec une valeur initiale w, de 7”; inscri- 
vons, chemin faisant, en chaque point du contour les valeurs 
Ai 
correspondantes de 3”, nous arriverons au point de départ M 
Le 1 


avec la valeur we ” de 3". Plaçons au-dessous du plan sur 


lequel on a représenté jusqu” ici les 1 imaginaires un autre plan 


Fig. 11. 


parallèle infiniment voisin, fondons-le également suivant la 
projection de OL, et soudons le bord droit de la coupure OL 
du plan supérieur avec le bord gauche de la coupure OL du 
plan inférieur, puis continuons à faire cheminer le point 2, 
non plus sur lé premier plan, mais sur le second le long de la 


projection de MNPM sur le second plan, en continuant à 
1 
inscrire, Chemin faisant, les diverses valeurs de 7”; nous 
Vi 
arriverons de nouveau en M avec la valeur u, " ; plaçons 
au-dessous du second plan un troisième plan parallèle et 
infiniment voisin fendu suivant la projection de OL, en sou- 
dant le bord droit de la seconde coupure avec le bord gauche 
de la troisième; continuons à faire cheminer z sur le troi- 


sième plan, et ainsi de suite. Quand nous aurons parcouru la 


rojection de MNPM sur le miène plan, nous reviendrons en M 
pro] plan, 
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avec la valeur 4, ; alors, soudant le bord droit de la mième cou- 
pure avec le bord gauche de la première, nous repasserons sur 
le premier plan. 

L'ensemble des plans dont nous venons de faire usage 


constitue une surface de Riemann ; en chaque point d’une 
d : . 4 
pareille surface, la fonction 3% n’a qu'une seule valeur, si 


l’on convient de ne jamais franchir OL en restant sur le même 
plan, mais de passer par les soudures comme sur un pont: 
Considérons encore la fonction 


= Va —aitz — db); 


Joignons les points & et b par une ligne droite ou courbe et 
fendons Le plan sur lequel on représente la variable z suivant 


cette ligne ab. Si l’on décrit une courbe fermée quelconque 
qui ne coupe pas ab, le point 3 revient au point de départ 
avec la valeur initiale de la fonction u; il n’en est plus de 
même quand le contour fermé décrit par le point z coupe 
une fois la ligne ab. . 

Placons au-dessous du plan sur lequel on représente la 
variable 3 un second plan parallèle infiniment voisin, fen- 
dons-le suivant la projection ab, soudons le bord droit (par 
rapport à l'observateur regardant dans le sens de la flèche) 
de la coupure supérieure de ab avec le bord gauche de la cou- 
pure inférieure et vice versa, puis faisons parcourir à z une 
courbe MNPM entourant le point a; si zest parti de M avec 
la valeur initiale 4, de w, ilrevient en M avec la valeur — Uo: 
Supposons que l’on ait inscrit en chaque point 3 du parcours 
de la variable la valeur correspondante de w ; continuons à faire 
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cheminer z, mais sur le plan inférieur en suivant la projec- 
tion de MNPM, on reviendra en M avec la valeur initiale w, 
de w; et si, chemin faisant, on a inscrit en chaque point z la 
valeur de w correspondante, on voit que, sur la surface ainsi 
constituée par nos deux plans fendus et soudés, la fonction w 
n'aura jamais qu’une seule valeur bien déterminée, pourvu 
que l’on ne fasse jamais franchir au point 3 la coupure ab 
sans le faire passer d’un plan au plan voisin. La surface dont 
nous venons de faire usage est encore une surface de Riemann. 

Nous pourrions multiplier les exemples à l'infini, et nous 
montrerons, mais plus loin, que toute fonction algébrique 
peut être considérée comme n’ayant qu’une seule valeur en 
chaque point d’une surface convenablement formée de plans 
superposés, fendus et soudés. 


IT. — Propriété des fonctions qui peuvent être représentées 
au moyen des surfaces de Riemann. 


D'une manière générale, nous appellerons surface de Rie- 
mann une surface formée de plans superposés parallèles et 
infiniment voisins; ces plans pourront être fendus suivant 
certaines lignes dites de passage; aucune de ces lignes ne 
pourra être franchie par un mobile assujetti à demeurer sur 
la surface, sans que ce mobile passe d’un plan à un autre. À 
cet effet, on pourra supposer les bords des coupures conve- 
nablement soudés, comme il à été expliqué plus haut. 

En chaque point d’une pareille surface, représenté par ses 


coordonnées æ, y ou par l'imaginaire æ+y4y—1—3, on 
pourra inscrire une valeur arbitraire fonction de x et y. 

Toute fonction qui n’aura jamais qu’une dérivée relative 
à z sera dite monogène; toute fonction qui en chaque point 
d’une surface de Riemann n'aura jamais qu’une seule valeur 
sera dite nonodrome sur cette surface. 

Une fonction monodrome, monogène, finie et continue 
sur une portion de surface de Riemann, est dite synectique 
sur cette portion de surface. 


_ 


A* 
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IV. — Sur l'ordre adelphique des surfaces. 


Une surface est dite monadelphe (!) quand elle est par- 
tagée en deux morceaux distincts et capables d’être séparés 
l’un de l’autre au moyen d’une coupure allant d’un point 
quelconque de son contour à un autre. Toute surface fermée 
(comme une sphère ou un plan que nous supposons fermé à 
l'infini) sera censée trouée quelque part et le trou constituera 
un contour. À ce point de vue, le plan sur lequel on représente 
les imaginaires est une surface monadelphe, parce qu’une 
ligne quelconque indéfinie dans les deux sens le partage en 
deux morceaux distincts et capables de se déplacer indépen- 
damment l’un de l’autre. 

Üne surface est diadelphe, quand on peut la transformer 
en surface monadelphe au moyen d’une coupure allant d’un 
point à un autre de son contour, sans Jamais rencontrer le 
contour entre ces deux points. 

Une surface triadelphe est celle qui peut être transformée 
en surface diadelphe au moyen d’une coupure allant d’un 
point à un autre de son contour, sans jamais rencontrer le 
contour de l'aire dans l'intervalle, etc. 


Exemples. — L'aire d’une couronne circulaire est dia- 


Fig. 13. 
de 
Les 
Œ \ 
RARE 


delphe, parce que l’on peut la transformer en surface mona- 
delphe au moyen d’une droite telle que ab allant de l’un des 
points a de son contour à un autre b. La ligne ab, que l’on 
doit alors considérer comme une ouverture pratiquée dans la 


(‘) £infach zusammen hangend, d’après Riemann 
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surface, lui sert alors en quelque sorte de double contour, et 
il est bien clair que la nouvelle surface ainsi obtenue est 
monadelphe, car une coupure quelconque allant d’un point 
de son contour à un autre la morcelle. 

Si, dans une couronne circulaire, on pratique un trou cir- 
culaire, une coupure telle que «b la transformera en sur- 
face diadelphe et une seconde coupure cd en surface mona- 


Fig. 14. 
a 
FPT D Et 
b \ 
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_delphe, car toute nouvelle coupure faite en considérant ab 
et cd comme des ouvertures infiniment minces morcellera la 
surface, etc. 

Nous appellerons section toute coupure allant d’un point du 
contour de l’aire à un autre point de ce contour, sans rencon- 
trer ailleurs les contours de l’aire ; on considère, bien entendu, 
comme faisant partie des contours de l’aire : 1° les sections 
déjà pratiquées dans l’aire ; 2° la section même que l’on trace. 
On appelle rétrosection () une coupure qui, partant d’un 
point même de l’aire, revient à ce point sans avoir jamais 
rencontré un contour de l'aire. 


THéorÈme Ï. — St l’on considère un ensemble S de sur- 
faces monadelphes ou polyadelphes, et st l’on pratique 
dans ces surfaces un nombre total 1. de sections parta- 
geant ces surfaces en surfaces monadelphes en nombre y, 
le nombre y. — y ne dépend pas de la manière dont les sec- 
tions ont élé menées. 


(!) Rückersechnitt. 
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En effet, faisons dans S un premier système de sections en 
nombre y et un second système de sections, indépendant du 
premier, en nombre u/. Supposons que le premier système 
fournisse y surfaces monadelphes et le second y: soit Æ le 
nombre des points où le premier et le second système de 
secuons se croisent. | 
… Si l’on commence par mener le premier système de sec- 
uons, le second système de sections rencontrera lPancien 
contour de l’ensemble de nos surfaces en 2" points (double 
du nombre de ces sections) et le nouveau contour formé par 
le premier système de sections en 2x points; à ces 2u/+ 92% 
points correspondront + sections proprement dites. Si 
l’on avait commencé par mener le second système de sections, 
le premier système aurait introduit u + Æ sections nouvelles. 

. Le nombre total des morceaux dont se composera l’en- 
semble de nos surfaces après l'introduction des deux systèmes 
de sections peut s’évaluer de deux manières : 1° il est égal 
au nombre des morceaux y monadelphes fourni par le pre- 
mier système de sections, augmenté du nombre u'+ Æ des 
sections introduites par le second système (t) : il est donc 
égal à y + u'+ 5; 20il est aussi égal à w + u + k, donc 


V+n+k=v.+ ù + k; 
on en conclut 
p'— y = LR — y. 


Cette démonstration suppose les Æ points de rencontre des 
sections situés à l’intérieur de nos surfaces et non sur leur 
Contour; mais, s’il s’en trouvait un sur leur contour, 1l fau- 
drait évidemment remplacer X par Æ — 1, et nos conclusions 
subsisteraient entièrement. 

Si l’on considère une aire monadelphe, pour cette aire 
& — y peut s’obtenir en faisant H—=1; alors y— 2, et l’on 
AU —Y— — 7, : 

Si l’on considère une surface diadelphe, on pourra faire 


ne ne TL 


(*) Chaque section partage une surface monadelphe en ‘déux morceaux. 
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p=—1,et,commevy—1,p— sera égal à o; alors u —y— 0; 
pour une surface triadelphe, on auraitu — — 1, etc.; donc, 
N étant l’ordre adelphique d’une surface, on a 


N=p—v—+o. 


C’est ce nombre pu — y + 2 que nous prendrons pour la défi- 
nition de l’ordre adelphique d’un système de surfaces. 


Taéorëdue Il. 


Soit N l’ordre adelphique d’un système 
de surfaces; st l’on y pratique n sections, on les transfor- 
mera en un système de surfaces d'ordre N — n. 


En effet, soit a le nombre de sections qu'il faudrait faire 
pour transformer nos surfaces en y morceaux monadelphes. 
On aura par définition 

N=p— "+, 


S1 l’on pratique une section, le nouvel ordre N, s’évaluera 
en observant qu'il faudra faire 4 — 1 sections pour partager 
les surfaces en y morceaux monadelphes; donc 


Ni=u—1i—v+o, 
donc 
N: = N re 
Si l’on pratique deux sections et si l’on appelle N, le nouvel 
ordre de nos surfaces, on aura 


Na =-Ni—71 —— N —; 
et ainsi de suite, ce qui démontre le théorème énoncé. 


Taéorëme II. — Une rétrosection ne modifie pas l’ordre 
adelphique d’un système de surfaces. 


En effet, soient N l’ordre d’un système de surfaces, N' ce 
que devient cet ordre après une rétrosection : d’un point de 
la rétrosection menons une coupure qui aboutisse au con- 
tour de l’aire, l’ensemble de la coupure et de la rétrosection 
forme une section, si bien que l’ordre N’ de notre ensemble 


de surfaces sera 
N'=N—1; 
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mais On à aussi 
NE 
donc N— N'. CRE PRE 


THéorëme IV. — L'ordre adelphique N d’une surface 
esl'égal au nombre de sections n qw’il faut pratiquer pour 
la rendre monadelphe, augmenté de un. 


En effet, l’ordre d’une surface monadelphe étant + 1,on a 
N—n—= +LriouN—n—+i. 


Taéonème V. — L'ordre adelphique d’une surface est 
égal au nombre de ses contours augmenté d’un nombre 
pair positif ou nul. 


En effet, soient N l’ordre adelphique d’une surface, C le 
nombre de ses contours; toute section pratiquée dans la sur- 
face augmente ou diminue d’une unité le nombre de ses con- 
tours, suivant que ses extrémités aboutissent au même con- 
tour primitif ou à des contours différents: mais toute section 
diminue son ordre d’une unité. 

Donc, au moyen de N+1r sections, on peut rendre le 
nombre de ses contours égal à C—(N +:1)(2# + 1), et son 
ordre égal à + 1; elle sera alors monadelphe et le nombre de 
ses contours sera égal à un; donc | 


1=C—(N+i1)(24 +1) 
ou 


24N+2k4+N = C: 


C diffère donc de N d’un nombre pair. C. Q F. D. 


V. — Ordre adelphique des surfaces de Riemann. 


Une surface de Riemann n’est pas nécessairement mona- 
delphe, bien qu’elle puisse s'étendre à l'infini. En supposant 

pne; q PP 
qu'une pareille surface s’étende à l'infini, on la suppose 
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fermée (!) et contenant seulement une ouverture infiniment 
petite ; son ordre sera donc impair; donc : 


Taéorème 1. — Toute surface de Riemann est d’un ordre 
adelphique impair, et elle devient monadelphe seulement 
au moyen d'un nombre de sections pair 2p. 


Tuéoriue Il. — Soit une surface de Riemann formée 
de m plans superposés; soient w le nombre de ses points 
deramification, n;,n2,...,n, les nombres de nappes qu’ils 
réunissent ou, st l’on veut, les ordres de ces points, l’ordre 
de la surface sera 


n—w—2m+3=N, 


et elle deviendra monadelphe au moyen de 


Dn—w— om) =)p 
sections. | 


En effet, prenons l'ouverture infiniment petite pour base 
d’un cylindre coupant toutes les nappes, nous introduirons 
ainsi À — 1 rétrosections. Coupons encore la surface par un 
autre cylindre à base fermée infiniment petite, nous intro- 
duisons encore m rétrosections sans altérer l’ordre N de la 
surface ou du système de surfaces dans lesquelles nous trans- 
formons la surface de Riemann considérée. Projetons la figure 
sur un plan parallèle aux feuillets de la surface de Riemann 
la projection se composera de deux petites courbes fermées 
GC, C et les points de ramification se projetteront en b,, 
Per +++) Pwy; Menons alors w lignes partageant l’aire com- 
prise entre les courbes C, C! en w cases contenant chacune 
un point p et un seul; enfin prenons ces lignes pour bases de 
surfaces cylindriques droites qui couperont la surface de Rie- 
mann suivant LH — n4w seclions. 

Les rétrosections n’altérant pas l’ordre de la surface, nous 


(*) Un plan peut être considéré comme une sphère de rayon infini. 


L. — Traité d'Analyse, IV. 24 
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n’en tiendrons pas compte. Mais toutes les coupures, sections 
el rétrosections étant faites, la surface de Riemann est rem- 
placée par des morceaux détachés : le premier cylindre a 
détaché m —1 morceaux, le second en a détaché #», les 
autres cylindres ont détaché des morceaux dont nous allons 
compter le nombre. Supposons qu'il s'agisse des morceaux 
qui, en projection, contiennent le point o;, nous aurons 
m — ni feuillets séparés plus n; feuillets réunis, en tout 
m—n;+1 morceaux; le nombre total des morceaux sera 
donc 


Non +m—i+Ÿ(m— Ri+i)=(# +2)m+w id. 


Or, en vertu du théorème I du paragraphe précédent, 


N=p—v+o; 
donc 
N = mw —(w +2) m—w ++ on + 
ou 


N=Ÿn—om—w+s. CHOEEN: 


Ce raisonnement tombe en défaut quand deux points de 
ramification viennent à se confondre ou, plus exactement, 
viennent à se placer l’un au-dessous de l’autre. Mais, si l’on 
observe que le nombre N ne change pas en tordant un peu la 
surface de Riemann, de manière que les points de ramifica- 
tion, d’abord projetés sur le même point, viennent se pro- 
jeter en des points différents, on verra sans peine que les 
conclusions précédentes sont toujours exactes. D'ailleurs 
ce cas ne se présentera Jamais dans ce qui va suivre. 
La fonctuon 


V(z—a)(x —0b) 
peut être représentée sur une surface d'ordre 
2+—92—9,9—-94+3—=TI. 


Nous allons maintenant nous occuper de la construction de 
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la surface de Riemann, sur laquelle on peut représenter une 
fonction algébrique donnée. Pour cela, il est nécessaire de 
revenir un instant sur le mode de représentation de Cauchy. 


VI. — Types simples de fonctions algébriques que l’on peut 
se borner à considérer dans la théorie des intégrales abéliennes. 


Supposons que 


(1) f(x, y)=0 


soit l’équation algébrique qui définit la fonction y, qui entre 
dans une intégrale abélienne, On peut toujours supposer 
que la courbe représentée par l'équation (1) n’a pas de 
points multiples à tangentes confondues : car, si elle avait de 
tels points, on pourrait les faire disparaître au moyen d’une 
série de transformations quadratiques, transformations qui 
remplaceront l'intégrale abélienne par une autre de même 
nature (p. 75). 

. Les points singuliers de y ne sont plus alors des points de 
ramification. En faisant subir à la courbe (1) une transforma- 
tion homographique, on peut toujours faire en sorte que les 
tangentes parallèles à l’axe des + aient avec la courbe un con- 
tact du premier ordre; une pareille transformation change 
l'intégrale abélienne en une autre intégrale abélienne, dans 
laquelle la fonction algébrique y n’a que des ramificalions 
simples, c’est-à-dire est telle que deux seulement de ses 
valeurs se permutent autour d’un même point critique ; 
enfin, on peut toujours faire en sorte, au moyen de cette 
même transformation homographique, que le point à l'infini 
ne soit pas critique. Ainsi, une fois pour toutes, dans ce qui 
va suivre, nous supposerons que les fonctions algébriques que 
nous aurons à considérer : 


1° V'ont pas de points critiques à l'infini; 
2° Autour de leurs divers points de ramtfication, deux 
valeurs seulement de la fonction se permutent entre elles. 
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VII. — Systèmes de lacets d’un polygone. 


Soit y une fonction algébrique de x qui ne présente plus 
que des ramifications simples et à distance finie. Soient a;, 
A3, ++, dy Ces ramifications, que nous supposons rangées 
dans un ordre quelconque. Appelons x, un point à parür 
duquel nous ferons varier +, et qui sera la limite inférieure 
des intégrales abéliennes que nous aurons à considérer. 

Joignons successivement les points a;, &>, ..., a, au 
moyen de lignes droites ou courbes, assujetties seulement à 
ne pas se couper, à former un polygone fermé @,, @», ..., 
ay que nous appellerons le polygone C relatif à l’arrange- 
ment Gi, Go -.., @%, Qui contiendra dans son intérieur le 
point 6. 

Formons ensuite un système de lacets ayant leur entrée et 
leur sortie en x, et leurs points critiques respectivement en 
Ai, A2, -., dy. Nous assujettirons ces lacets (qui pourront 
avoir leurs bords courbes ou rectilignes) : 1° à ne pas se 
couper mutuellement; 2° à ne point sortir du polygone C, 
si ce n’est dans la partie circulaire qui entoure les points cri- 
tiques. Ge système de lacets sera dit relatif au polygone C. 
Nous appellerons lacet a; celui dont le point critique est a;. 

Supposons la fonction y d’ordre m et soient y,, ya, . .., 
Ym ses diverses valeurs en +4. Si l’on part de x, avec la valeur 
initiale y, de y, et si l’on parcourt le lacet a;, on reviendra 
en général en x, avec la valeur initiale de y, ; alors le lacet a; 
est dit inactif. Mais 1l peut arriver aussi que l’on revienne 
au point +, avec une valeur y, de y différente de y,, le lacet 
est alors actif et l’on dit qu'il unit ou permute les valeurs 
Yu et, de y; on dit aussi que le point à; unit ou permute 
ces valeurs. Îl va sans dire que les valeurs de y permutées 
par un lacet changent avec la forme affectée par les bords de 
ce lacet, quand les anciens et les nouveaux bords comprennent 
entre eux des points critiques. | 
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VIII. — Lacets fondamentaux, groupes de ramifications. 


Appelons y, une valeur quelconque de y en #,. Cette valeur 
se permute avec une autre autour d’un certain lacet a;; car, 
si y, ne se permutait avec aucune autre valeur de y, y, serait 
monodrome et l'équation algébrique définissant y ne serait 
pas irréductible. Soit y: la valeur avec laquelle se permute 
y, autour du lacet a;; mettons de côté tous les autres lacets 
(s’il y en a) unissant y, et y2. 

Désignons par a; un lacet unissant y, ou y» à une autre 
valeur y, de y (et 1l en existera une au moins, sans quoi y, 
et y», se permutant exclusivement, seraient racines d’une 
équation algébrique irréductible); mettons aussi de côté tous 
les autres lacets unissant y, ou y: à y3, soit ax un lacet unis- 
sant ÿ1, V2 ou y, à une nouvelle valeur y, de y, et ainsi de 
suite. Les lacets a;, aj, ax, ..., à l’aide desquels on peul 
passer de y, à ÿ», choisis comme il vient d’être dit, forment ce 
que l’on appelle un système de lacets fondamentaux. 

Nous dirons que des lacets ou des ramifications forment 
un groupe, lorsqu'ils unissent les deux mêmes valeurs de y 
el qu'il n'existe pas d’autres lacets ou d’autres ramifications 
unissant les mêmes valeurs de y. Le groupe formé des lacets 
qui permutent y; el y; sera désigné par G:;;. 

Un groupe qui contient un lacet fondamental sera ce que 
nous appellerons un groupe fondamental. 

Nous remarquerons, au sujet des lacets fondamentaux : 

1° Qu'il existe toujours un lacet fondamental permu- 
tant y; avec une valeur de y d'indice moindre. 

Ces lacets ayant été fournis de manière à passer de y1 à 
toutes Les valeurs de y prenant des indices croissants. 

29 On peut toujours passer de la valeur y, quelconque 
à lavaleur y,çau moyen de lacets fondamentaux, à l’exclu- 
sion de tout autre lacet. 

En effet, au moyen de lacets fondamentaux, on permutera 
y? successivement avec des valeurs d'indice moindre et l’on 
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tombera sur y, ; en parcourant ensuite la suite naturelle des 
lacets fondamentaux, on finira par tomber sur yy, puisque les 
lacets en question sont choisis de manière à atteindre toutes 
les valeurs de VE 

La route que nous avons suivie pour passer de y, à y, ne 
sera pas toujours la seule que l’on puisse suivre, et l’on con- 
çoit qu'il ne soit pas nécessaire de descendre jusqu’à l'indice 1 
pour atteindre l'indice q. 


IX. — Effet produit par un changement de forme du polygone C. 


Supposons que l’on ait formé le polygone des ramifications 
comme il a été expliqué au & VII, et désignons par &, 
A2, As, +.., 4 Ses Sommets successifs qui sont les æ points 
de ramifications de la fonction y que nous supposons toujours 
d'ordre m. 

Chacun des lacets que l’on peut former en prenant pour 


origine le point x, et Pour point critique l’un des points &, 
A, ++., 4%, Sans sorür du polygone C, comme il aété expliqué 
au $ VIT, permute deux valeurs bien déterminées de‘, 
mais ces valeurs de y dépendent de la forme donnée au poly- 
gone C, ou plus exactement de l'ordre dans lequel on range 
SES SOMMELS Gi, dr, ..., @,, parce qu'alors la forme des lacèts 
change complètement. 
C’est ce que nous nous proposons d'examiner en détail. 


2 
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Permutons d’abord deux sommets consécutifs; à cet effet, 
imaginons qu’au lieu de joindre a;_, à a; on joigne a;_, à &;ys 
et qu’ensuite on Joigne &@;41 à @; puis à &j4», et ainsi de suite, 
comme auparavant. On formera un nouveau polygone C’, et 
à ce nouveau polygone correspondront de nouveaux lacets. 
Nous supposerons, une fois pour toutes, que le côté a;_1 dis 
est intérieur au polygone C,quea;a;,, lui est extérieur ; enfin 
&i&is, pourra lui être soit intérieur, soit extérieur, mais en 
tout cas æ, sera intérieur à C/ comme à C. Dans la Jig. 15, 
le polygone C est en traits pleins, Cen traits discontinus. 

Les lacets, relatifs aux points &@,, @s, ..., dir, dis, ..., a, 
n’ayant pas nécessairement changé de forme, unissent toujours 
les mêmes racines; mais le lacet a; a changé de forme : sa 
nouvelle forme dans la fig. 16 est tracée en traits pleins, son 
ancienne forme en traits discontinus, et, en déformant le 
nouveau lacet a;, on voit qu’on le ramène aux anciens lacets 


parcourus successivement 
iris di, dir1; 


les lignes composées de traits et de points sont les côtés du 


poly gone C. Il résulte de là qu’en appelant &, 6, y, à quatre 
entiers quelconques différents, et au plus égaux à mn : 


1° Si, primitivement, 


DA DeTOUIAIL Dates» Ya et ÿYh 
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2° Si, primitivement, 


HA PÉCQUERNL ES UV RUES Ja et yp, 
dy. MORE CNE OCR EE AUOT CE AR Re CN. PB et Ÿy: 
maintenant a; permute .......,.... Ja et yy; 


Gj+1 PETQUEAI TES, UE NES Ja et yp 
&; 0 j'AREer ee es ete ee TS RS RE Vo et ÿB; 
maintenant a; permute............ Ja et yp; 


en d’autres termes, à; unit les mêmes racines dans C et C!, 
st a et à; +1 Wrussaient les mêmes racines ou des racines 
toutes différentes. Il unirait des racines différentes dans 
C et C!, si, dans C, a; et aï,1 unissaient des racines dont 
une Seulement appartient aux deux lacets, alors a; dans 
C' untrait les racines non communes. 

En tout cas, un lacet qui rétrograde unit toujours les 
mêmes racines. C’est le lacet qui avance qui seul peut unir 
des racines différentes de celles qu'il unissait avant de 
changer de place. 


X. — Théorème de M. Luüuroth. 


Lemme I, — On peut toujours former le polygone des 
ramifications, de manière que ses sommets soient dans un 
ordre tel, que les lacets correspondant à ces sommets 
donnent lieu aux groupes successifs 


G9, Gi3 CON 2) Gi G2,3, °tereis Gi m; 
dont quelques-uns peuvent manquer. 


En effet, prenons pour premier sommet un point unissant 
J'1 et y>, le polygone étant d’ailleurs formé d’une façon arbi- 
traire ; considérons alors un autre sommet unissant y, et ya, 
faisons rétrograder ce sommet par le procédé indiqué au 
paragraphe précédent pour le placer le second, d’après la 
remarque faite dans ce paragraphe, il unira toujours y, el Vo. 
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Prenons un troisième sommet unissant Yi et Vo, faisons-le 
rétrograder pour le mettre à la troisième place, et ainsi de 
suite jusqu’à ce que l’on ne trouve plus de sommets nouveaux 
unissant y, à y». Faisons ensuite rétrograder de la même 
facon les sommets unissant y, à ys, pour les placer à la suite 
de ceux qui unissent Y1 à J2, en nous réservant de placer 
toujours en tête, s’il s’en forme de nouveaux, les sommets 
unissant y, et y2; placons à la suite des sommets unissant y; 
à V3 CEUX qui unissent y, et y, et ainsi de suite; nous arri- 
verons ainsi à former les groupes successifs 


G1», G3, YO Gi G3, 1e 9 Gi m) 


dont quelques-uns évidemment pourront manquer. 
CO EPA 


Leume Il. — Ces groupes Gis, Gi, ... contiennent 
chacun un nombre pair de lacets, et par suite le nombre 
total des lacets est pair. 


Pour le prouver, décrivons la série totale des lacets succes- 
sivement, ce qui revient à décrire un lacet ayant le centre de 
son cercle à l'infini; l'infini n’étant pas critique, le point 
décrivant reviendra en x, avec la valeur initiale de Vi mais, 
si le groupe G;> contenait un nombre impair de lacets en 
partant de +, avec la valeur initiale J'1, On reviendrait, après 
avoir parcouru le groupe G,», avec la valeur y, ; les groupes 
0... seraient inactifs, et, comme les groupes 
suivants ne permutent y, avec aucune autre valeur de ÿ; on 
ne saurait, après avoir parcouru les lacets restants, revenir 
en +, avec la valeur initiale y, : ainsi le groupe G,2 contient 
un nombre pair de lacets. 

Je dis que G,3 contient aussi un nombre pair de lacets. En 
effet, partons toujours avec la valeur initiale VAE VETON 
parcourt le premier lacet de G,3 avec la valeur initiale LZ 
de y, puisque G,: contient un nombre pair de lacets, et, si 
Gi3 contenait un nombre impair de lacets, on terminerait le 
parcours du groupe G;; avec la valeur y; de y. Les groupes 
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Gi, .., Gym Seraient inactifs el les suivants ne sauraient 
ramener la valeur initiale y,, leurs lacets ne permutant cette 
valeur avec aucune autre. G,3 a donc un nombre pair de lacets: 
on verrait de même que G;;, Gi, ... ont un nombre pair 


de lacets. 


Lemmes Il, — On peut ranger les sommets du polygone 
des ramifications dans un ordre tel que les lacets successifs 


donnent lieu aux groupes Gi5, Gi3,... » Gm_1,m écrits dans 
un ordre quelconque. 


En effet, je dis qu’en permutant un lacet avec un groupe 
(ou, si l’on veut, un sommet avec un groupe de sommets), 
on ne modifie pas l'effet de ce lacet ni celui des lacets du 
groupe. Pour le démontrer, supposons que le lacet / permute 
J'iet.yjet que les lacets /’, l’permutent y, et y,, les chemins 
composés de /, l', lou de /, l', l auront le même effet que l, 
car l’effet de /', l’est nul; et, comme le nombre des lacets 
d’un groupe est pair, l’effet de la permutation d’un lacet avec 
un groupe contigu et, par suite, d’un groupe avec un groupe 
contigu est nul; il en résulte que l’effet de la permutation de. 
deux groupes quelconques est nul aussi, et que l’on peut 
supposer les groupes placés dans un ordre quelconque. 

C: OF, D,à 


Lemme IV. — £'iant donné un groupe qui ne permute 
pas y, avec une autre valeur de y, on peut toujours rem- 
Placer son indice le plus élevé par un indice moindre. 


En effet, soit G), un groupe dans lequel on peut supposer 
Etre parmi les groupes fondamentauxil y enaun(p.373) 
permutant y, avec une autre valeur de y d'indice moindrey;; 
soit G;4 Ce groupe; placçons la suite des groupes dans l’ordre 


… Giy, Gus sJéfsis 


remplaçons le groupe G;, par une suite H de lacets permu- 
lant yi et yy et par un lacet / de même nature, on pourra 
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remplacer l’arrangement précédent par 
*, Hi {; Gus CAE UICAS 


mais, en permutant le lacet / et le groupe C4, on ne change 
pas l'effet de ce groupe et de ce lacet; l’arrangement considéré 
produira donc le même effet que le suivant : 


dé) H, Gus lb 


Faisons alors rétrograder le lacet l pour le placer successive- 
ment avant chaque lacet de G;4, son effet ne sera pas changé; 
mais les lacets de G)4 permuteront alors z et #, et l’on aura 
un nouvel arrangement 


El GS 5 ou AS Le Ne 


on a donc remplacé le groupe donné G4 par un autre ayant 


un indice commun et un indice moindre. 
, COS Fo). 


Leume V. — On peut supposer tous les groupes affectés 
de l’indice 1. 


Car un groupe peut toujours être remplacé par un autre 
ayant un même indice et un indice moindre, quand l’un de 
ses indices n’est pas l’unité. 


Leume VI. — Si un groupe contient plus de deux lacets, 
on peut supprimer deux lacets dans un groupe et aug- 
menter un autre groupe de deux lacets. 


En effet, considérons deux groupes G4 et Gpy et supposons 
que G», contienne plus de deux lacets; on pourra loujours 
passer du groupe G,, au groupe G)4, à l’aide d’autres groupes 
ayant en commun un indice, à savoir Gyr, Gys, +.., Guy, et 
il suffira de prouver que l’on peut faire passer par exemple 
deux lacets d’un groupe G,, dans un autre G,, ayant un 
indice commun avec lui. 

Décomposons G,r en deux parties, l'une H,, et l’autre con- 


= 
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tenant deux lacets //, l'; en plaçant les groupes Gogs Gr l'un 
à côté de l’autre, on aura l’arrangement 


*. H,; Le id Gpg; 


Faisons avancer les lacets //, l' successivement, de manière à 
les placer après le premier lacet /de G,, : au lieu de permuler 
J'a Er, ils permuteront y, ct y,; le premier lacet / ayant 
rétrogradé permute toujours y, et y4; si on le remet à sa 
place, let {’ permuteront toujours y, ety,, et l permutera 
successivement yy et Yr, Yp et Yg- On obtiendra ainsi l’arran- 
gement 
gr RON CEE 

de tout à l'heure, à cela près que l' et l' permutent y, et Ÿr. 
Faisons maintenant passer / et l’ avant le dernier lacet l, 
de H,,, / permutera alors y, et y, puis de nouveau y, et y,: 
enfin, remettons / et l'en place, de manière à obtenir de 
nouveau l’arrangement | 


! [/4 
s RE 7 NOTA LE NES TR 


let lpermuteront y, et y, : ils pourront alors être censés 
faire partie du groupe G,,. En résumé, Gr se réduira à un 
groupe H,; contenant deux lacets de moins, et G,, à un groupe 
contenant deux lacets de plus ; de là découle le théorème sui- 
vant de M. Lüroth : 


Taéorkme. — Étant donnée une fonction algébrique y 
d'ordre m, on peut toujours passer d’une valeur à une 
autre de cette fonction, en construisant ses w lacets de 
manière qu'ils soient distribués suivant m—1 groupes, 
le premier formé de w — 2(m — 2) lacets permutant y, 
CtY>, les m— 2 autres contenant chacun deux lacets per- 
mutant y, avec une des autres valeurs de y; ces autres 
racines étant les mêmes pour un même lacet et différentes 
pour des lacets différents. 


En effet, en vertu du lemme V, on peut supposer les lacets 
en groupes Ge, Gi3 ..., Gin portant tous l'indice 1, et, en 
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vertu du lemme VI, on peut supposer que G;, contienne 
gp — 2(m — 2) lacets; Gi3, G3, -.. en contenant chacun 
deux seulement, puisque l’on doit forcément laisser deux 
lacets dans chaque groupe. 

Ainsi se trouve établi le théorème de M. Lüroth, qui est 
capital dans la théorie des fonctions algébriques et de leurs 
intégrales. (Voir Cressca, Mathématische Annalen, t. VI, 
et Lürors, cd., t. IV). 


XI. — Construction d'une surface de Riemann 
pour une fonction algébrique d'ordre 7. 


Supposons que, pour la fonction y d'ordre m, on ait con- 
struit un groupe fondamental de lacets G,», Creme 
le premier contenant # — 2(m— 2) lacets et les autres deux 
lacets seulement, æ désignant le nombre total des lacets, ce 
qui est permis d’après ce que l’on a vu tout à l'heure. 

On construira une surface de Riemann de la façon sui- 
vante; on supposera » plans sur chacun desquels on atta- 
chera une valeur déterminée de y. Soient &, @», ..., &y 
les points critiques unissant y, à ÿ2; On joindra &i @s, 43, 
ay @ç, --.. Suivant ces lignes (tracées de manière à ne pas 
se couper), on établit des lignes de passage le long desquelles 
on soude les plans relatifs à y, et y2. En second lieu, on éta- 
blit des lignes de passage entre les plans relatifs à y1 et ys, 
AV et Ja: -..; ces lignes de passage étant respectivement 
tracées entre les points critiques qui unissent Yi à Ya» Ji 
à Ya, -., ces lignes étant tracées, bien entendu, de manière 
à ne pas se couper. 

Toutes les fois que le point æ chemine sans franchir une 
ligne de passage, il reste sur le même feuillet de la surface 
de Riemann, et, quand le point x revient au point de départ, 
il y revient avec la même valeur de y. 

Toutes les fois que le point + franchit une ligne de pas- 
sage, on suppose qu'il passe sur le feuillet soudé à celui qu'il 
vient de quitter. 
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Tout cela revient bien à dire que, quand le point + décrit 
un contour fermé enveloppant deux points critiques unissant 
les deux mêmes racines, il revient au point de départ avec la 
même valeur de y, et que, quand il contourne un point cri- 
tique, 1l revient avec la valeur que permute ce point critique. 

Appelons feuillet 1, 2, 3, ... le feuillet sur lequel on re- 
présente ÿ:, Ja Ja, +3 Si NOUS passons un couteau entre 
les feuillets! 1#et 2, 1r00t 5 Re l— 1, TL ÉLIRE 
1 et 7, el, s1 nous coupons les communications entre les plans, 
le feuillet 1 restera seulement uni au feuillet , et il est facile 
de voir qu’il forme avec ce feuillet une surface monadelphe, 
si, bien entendu, l’on suppose que l’on ne tienne pas compte 
des ouvertures faites en coupant les communications; une 
surface de Riemann à deux feuillets et à deux ramifications 
étant d’un ordre adelphique égal à un. 

Ceci posé, nous allons chercher à rendre la surface de Rie- 
mann monadelphe. 


XII. — Système canonique des sections. 


On peut rendre monadelphe la surface de Riemann consi- 


dérée tout à l'heure au moyen d’un Système de sections dites: 


canoniques, et que l’on formé comme il suit : 

Laissant de côté les points de ramification qui unissent les 
feuillets 3, 4, ..., m au feuillet 1, appelons &,, @, as, Gi; 
ds, @, dr, @3 les points de ramification qui unissent y, et Vo; 
soient Qi 2, As Qi, As &ç, 4 as les lignes de passage corres- 
pondantes marquées en traits ---; établissons sur le feuillet 
n° 1 trois rétrosections 7 enveloppant les lignes de passage 
Air, A3@ El à; &ç, Ces rétrosections r ont la forme ellip- 
tique (‘). Toujours sur le feuillet n° r traçons des sections s 
allant de chaque rétrosection elliptique à la suivante; enfin 
établissons un dernier système de sections & allant, sur la 


(*) Le mot elliptique ici n’est pas employé, bien entendu, dans le sens 
qu'on lui attribue dans la théorie des sections coniques. 


: 


RO « es ue 


& 
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- 
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feuille n° : et sur la feuille n° 2, d’une des lignes de pas- 
sage ir, 434, as ag à la ligne de passage a; ag. Ce sys- 
tème de sections a rendu notre surface monadelphe, son 
contour est unique, et il est facile de constater qu'il ne se 


Fig. 17. 


&; 


} 
l 
| 
| 
| 
| 
| 
@s, 
coupe pas et qu'il est fermé, en le suivant tout du long et en 
découpant la figure suivant les lignes qui ÿ sont tracées. 

Le système de seclions qu'il a fallu pratiquer pour rendre 
la surface monadelphe se compose : 


. æ 
1° Des rétrosections 7: au nombre de Fe —(m—2)—:1; 
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. æ 
2° Des sections s au nombre de + (HIER 


o ‘ æ 
3° Des sections s au nombre de (me) 
Les rétrosections r forment avec les sections s des sections 
14 . 5 f. 
au nombre de rs —(M—2)— 09, mais la première rétrosec- 


tion peut être considérée comme une section allant d’un des 
bords de la surface de Riemann à l’autre, ces bords étant ceux 
d’une ouverture infiniment petite; on a donc en tout 


M — 2(Mm—2)—)9 
sections à faire. En général, 
@ = m(m—1)— 20, 


9 désignantlenombre des points doubles de y; alors ce nombre 
des sections à faire est 


.M(M—1)—2(m—2)—920—) 
ou 


Cm —1)(m—2)— 20 —92p, 


p désignant le genre de y. 


On voit que le nombre des sections r est P; ainsi que le 
nombre des sections 5. | 


XIIT. — Sur une propriété des fonctions algébriques. 


Soit S une surface de Riemann sur laquelle on peut 
représenter la fonction algébrique J définie par l’équa- 
tion 

(x, y)=0 


trréductible; toute fonction uw monodrome sur celle sur- 
face S, ne possédant pas de points essentiels, est nécessai- 
rement une fonction rationnelle de x et de fe 


Une démonstration très simple consiste à remarquer que 
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les fonctions w et y étant représentées sur la même surface 
et & étant algébrique, puisque les fonctions symétriques de 
ses valeurs sont rationnelles en x; y et w sont de même genre 
. P, puisque 2p est pour l’une et l’autre fonction le nombre de 
coupures à faire pour rendre la surface S monadelphe; & est 
donc fonction rationnelle de x AE 

Mais, pour effacer l'impression extraordinaire que ce genre 
de démonstration, auquel on n’est pas habitué, peut laisser 
dans l’esprit, nous donnerons une autre démonstration, due 
à M. Briot. On peut énoncer le théorème que nous voulons 
démontrer comme 1l suit : 


Etant donnée l'équation algébrique entière d’ordre m, 
f(x, Y)= 0, toute fonciion u de x et y qui, pour un méme 
système de valeurs de x et y, n'admet qu’une seule valeur 
et qui n’a pas de points essentiels, est fonction rationnelle 


de x et V. 


La fonction w en question est algébrique, en vertu d’un 
théorème connu ; il reste à prouver qu’elle est fonction ration- 
nelle de x et de y. A cet effet, JÉSIP DONS: Dan ts, Uni eve Us 
les valeurs de la fonction w et y,, yo, ..., ym celles de LA 


posons 
DATENT duri=pr 


dc Ans-1E 
Uÿ Vi — Po, ….) ui; —= Prn—1. 


Les fonctions ps, p;, ... sont rationnelles en +, et de ces 
équations du premier degré en uw, Us, .. -, Un On déduira 
Ui, Us, --:; Um; ON Sat résoudre ces équations et l’on a 
symboliquement 


Nue CRD I 
 p=ya Tof(z, vi) |’ 
Vi | 


formule dans laquelle il faut remplacer, après le développe- 


Fr 


L..— Traité d'Analyse, IV:- 25 
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ment de 2, les exposants de p par des indices. On en 
Î 
conclut 


2 JR PEN CES 
DETTE 0Y 


Telle est l'expression de la fonction «w au moyen de x et y. 


XIV. — Extension des théorèmes de Cauchy. 


En général, une fonction w possédant les mêmes ramifica- 
tions que la fonction algébrique y de x pourra être considérée 
comme monodrome sur la surface de Riemann propre à repré- 
senter la fonction y. Si nous la supposons monogène, finie 
et continue, excepté en des points isolés qui pourront être 
des infinis ou des points essentiels, elle jouira de propriétés 
analogues aux fonctions que l’on peut représenter sur le plan 
de Cauchy. 

Une telle fonction peut toujours être regardée comme une 
fonction monodrome et monogène de x et de y: en effet, le 
raisonnement que nous avons fait au paragraphe précédent 
est encore applicable au cas actuel, à cela près que les quan- 
Utés Po, Pis Pe, --. ne sont plus des fonctions rationnelles 
de æ, mais de simples fonctions monodromes et monogènes. 

Il en résulte que, dans le voisinage d’un point de ramifica- 


on a, la fonction uw est susceptible de se développer sui- 
1 


vant les puissances de (x — a)", a désignant un entier au 
plus égal à m (dans le cas qui nous occupe, et où la fonc- 
tion y n’a que des ramifications simples, u = 2). En posant 
æ— a—©@, la fonction w deviendra donc monodrome par 
rapport à € dans le voisinage du point € — 0 sur le plan de 
Cauchy. 


Le théorème de Cauchy, en vertu duquel 


« L'intégrale d’une fonction monodrome, monogène, 
finite et continue à l’intérieur d’un contour C prise le long 
de ce contour est nulle», 
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est encore vrai si le contour C est tracé sur une surface de 

Riemann servant à représenter la fonction algébrique y; il 

n'y a rien à changer à la démonstration donnée plus haut 

pour le cas où le contour C est tracé sur un plan de Cauchy. 
Les corollaires du théorème de Cauchy sont encore appli- 

cables aux fonctions monodromes sur la surface de Riemann. 
Proposons-nous d'évaluer lintégrale 


I jee 
ATV 1 (3), 
prise le long d’un contour fermé tracé sur une surface de 
Riemann, limitant une aire monadelphe C. 


S1 cette aire C ne contient pas de ramifications, l'intégrale 
sera égale à N — N/, N désignant le nombre des zéros, N' le 
nombre des infinis de 0(3). Supposons que l’aire C renferme 
des ramifications ; considérons en particulier l’une d'elles «. 


La fonction +(z) est, dans le voisinage de «&, une fonction 
| 1 
monodrome et monogène de (3 — a), p désignant un entier 


(égal à 2 dans les cas qui vont nous occuper), et (3), dans 
le voisinage du point &, pourra se mettre sous la forme 


V 


(3— a)0(2), 


0(z) n'étant ni nul ni infini pour 3 = «a; ainsi l’on aura 


l'intégrale 


I 2'(3) Dre 
DUR TEA ONC LE NES 


prise le long d'un contour fermé autour de la ramification, 


sera égale à 
M | Je dz 
RE LU TI ARE dE 


ou, en posant 3 — «a + Ev, 


V I dé 
Wie ans JE 
or ÿ—1 A 
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l'intégrale étant prise cette fois sur le plan de Cauchy le 
long d’un contour fermé, tournant une fois autour de l’ori- 
gine, ce qui donne tout simplement ». 


On peut donc dire que : 


I (23) 
el R — d3 
27 Y—1 P\&) 


I 
ER r pere d logo Z 
ets 89(4) 


représente la quantité >», y désignant l’ordre de multipli- 


L'intégrale 


ou bien 


cité d’un zéro quelconque de o(3) dans l’aire monadelphe le 
long du contour de laquelle Pintégrale est prise. 

(L'ordre de multiplicité d’un zéro a de la fonction o(z) 
étant l’ordre de multiplicité de la fonction monodrome dans 
laquelle on la transforme en posant z — a + &, u désignant 
le nombre des valeurs de © qui se permutent autour du pointa.) 


Enfin, pour l'exactitude de l’énoncé, il faut considérer les in- 
finis comme étant des zéros d’un ordre de multiplicité négatif. 


XV. — Classification des intégrales ahéliennes. 
Soit 
(1) V= /o(x, y)dr 


une intégrale abélienne, y désignant la fonction algébrique 
définie par l'équation irréductible de degré m 


Ca LT, F0 
ou, en introduisant la variable 3 pour l’homogénéité, 
(3) HTVA NET 
Nous ferons, pour abréger, 
Of of of PE 
rer R0y LT fus GE 
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Effectuons une transformation homographique, et posons 


_ at+bn+cËl _ d'E+bn+c't 
Po ES bee: LE dE bIN oc 


de manière que la courbe f — o n’ait pas d’asymptotes paral 
lèles aux axes et qu’il existe un terme en #7? et un autre en 
£" dans l'équation. Soit F ce que devient f après la transfor- 
mation et ® ce que devient ©, nous aurons 


(a dé + b dn + © déja" + b'n + c’t) 
Gé bn CC) 
_ (a"dé + b'dn + c'dt)(at + bn + ct). 
(a a'Ee + bn + c'E)? 2 


dx — 


en posant alors 


A — cb" — bc, 
Bac ca”, 
GC = ba” — ab”, 
il vient 
d A (n SRE Le Me 6 dé)+ G(E dn —n dé) 
ZT — L/4 /4 
Qa"E + ban + c'Cy 
Orona 


O—ËFi+nFi+CFs, 


O — F; dé F; dr ee F3 dé 
et, par suite, 


n dd — dr RTE REC Va AE re (ar 
F; Fo F; 


si l'on désigne par p chacun de ces rapports, on trouve 


RL + BF, — GER 


Or, en faisant 6 — 1, dé — 0, on voit que 


A LR CRE 
MN SCA LES SE TR A 
td 


er et V prendra la forme 
2 


ve = fee, AF;+ BF, + CF: dé 


d'E+ 0" 1 +-C 1 EX Fo 


Nous prendrons ae 
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Dans cette formule, le degré de ® est zéro, ceux de PES LES Dee 
Sont 7 — 1; donc on peut supposer 


D pe M dx 
(4) V=/f< fr? 


le degré de M étant supérieur de m — 3 unités à celui deN. 

Cette formule est susceptible de nouvelles réductions ; ap- 
pelons n le degré de N, celui de M sera m + n — 3. 

On peut, comme l’on sait, déterminer des polynômes G 
et 1, tels que 

Gf+HN = X, 

X désignant un polynôme entier en X, de degré mn, et G, H 
des polynômes de degrés mn — m etmn—n respectivement 
en æ ely; par suite, en observant que f — 0, on a 


NEIL TPE NON 
TH; SPAUNSEES 


la formule (4) devient alors 


MH dx 


Divisons MH par f et ordonnons par rapport à y, on pourra 


poser 
MH= fO0<+R ou MH = R, 


R désignant un polynôme de degré m — 1 en J', mais de degré 
M+R—S + mn—n== mn + m —3 en x; on a alors 


R dx 
V=fz po 


Divisons maintenant R par /:, et, ordonnant toujours par 


rapport à y, posons 
R= fig +r; 


r sera de degré m — 2 en y, et l’on aura 


dx 
= XIE 
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La première intégrale s'obtient par des procédés élémen- 


taires; nous n'avons plus qu’à considérer la seconde 


r dx 
e X f2 


0 


Divisons r par X et ordonnons par rapport aux puissances 
de x; nous pourrons poser 


r=QX+E, 
Q désignant un polynôme de degré 
mn+m—3—mn—=m—3 


enxet de degré m — 2 en y, et @ un polynôme de degré infé- 
rieur à nn en æ et de degré m—2 en y. 8 peut se décom- 
poser en éléments simples, si bien que l'intégrale Q se décom- 
pose en d’autres de la forme 


[= dx Je G(y)dr 

CS et | ———; 

DES A (x — a): 

Q désignant un polynôme du degré m — 2 en æ et y (et même, 
si l’on veut, de degré m— 3 en æ), G une fonction de y 


seul, & et x des constantes dont la seconde est entière et 
positive. Nous allons étudier successivement ces deux formes. 


XVI. — Intégrales de première et de seconde espèce. 
Q étant un polynôme entier en x et y de degré m —», 
Q'dæ 

v= + 

e/ Î2 


estuneintégrale abélienne de première ou de seconde espèce, 
suivant qu’elle reste finie ou peut devenir infinie. 


Le polynôme ©, étant de degré m — 2, contiendra 


(m—1)(m—) 
2 


coefficients, et le nombre total des intégrales distinctes de pre- 
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CE 


mière et de seconde espèce sera précisément égal à ce nombre. 
Or, si nous supposons : 1° que y ne soit jamais infini, 
même pour æ — wo; 2° que deux valeurs seulement de y se 


permutent autour d’un point crilique, : ne deviendra pas 
infini, si ce n’est en un point pour lequel f; = 0; car le degré 
de f2 est supérieur à celui de Q. Or, si fs — 0, deux cas 
peuvent se présenter : 
1° Le point &, b, pour lequel f; — o est un point ordinaire 
où l’on n’a pas f, — 0; y est de la forme 
2 


1 
J —b=A(x— a) +B(x— a} +... 


À, B, ... désignant des constantes. Mais alors on à 


; T ; ; 
(2, Y)= SUPER F [fat —a}+...] +... 
et 
fat, J)= fax — à) + fr(y — b)+... 
ou bien 


je 
fote, 7) Méta) ee NC HE 02 


M, N, ... désignant de nouvelles constantes dont la première 
n’est pas nulle si l’on suppose 22 ZO, c’est-à-dire si l’on cun. 

| PP 220; P 
pose que deux valeurs de J se permutent autour du point 


a, b. ” est alors infini, mais l'intégrale f À dx reste finie, 
2 2 
c'est-à-dire de première espèce. 
2° Si nous supposons que le point (a, b) soit un point sin- 
gulier, alors f,, fs sont nuls tous deux: le point (a, b) n’est 


4 " NOTE I . . 
plus en général critique, f, n’est plus de l’ordre > mais bien 


de l’ordre un. L'intégrale considérée devient infinie, elle est 
de seconde espèce. 
De là résulte que : 


St la courbe f — 0 n’a pas de points multiples, ily aura 
(m—i1(m—92). , x x ee 
: intégrales de première espèce, pas d’inté- 


grales de seconde espèce. 
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En général, si la courbe f — o a Ô points doubles, il y aura 
° intégrales de seconde espèce et 


(m—1i)(m— 9) à 


At e D 


2 
intégrales de première espèce. Ainsi : 


Le nombre des intégrales abéliennes de première espèce 
auxquelles donne lieu une fonction algébrique est égalau 
genre de cette fonction. 


I y a donc toujours des intégrales de première espèce, car 
nous écartons les fonctions algébriques de genre o, lesquelles 
ne fournissent pas, à proprement parler, d’intégrales abé- 
liennes. 


XVII. — Intégrales de troisième espèce. 


Les intégralés de troisième espèce sont de la forme 


F8 22 D 
(t— a f(x, y) 


elles se ramènent au type 


[ G(y)dx 
PV Lu 65 au a)f2(t, Y) 


au moyen de différentiations relatives à &. Nous générali- 
serons un peu ce type, et nous considérerons les intégrales 
de la forme 


(1) fi G(æ&, %)dr 
| CES MONT CARE 


G désignant un polynôme entier en x et y de decré m — 2, 
$ Poly 3. 5 

et ax+fy+y une fonction linéaire. Soient (x,, "Ma 

Pr. (x, Vm) les coordonnées des points d’inter- 

section de f — o etax + By + Y — 0; par ces points, excepté 

Par &1Y1 Et Lo Ve, faisons passer une courbe d’ordre m — 2, 
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qui passe aussi par les points singuliers de f = o, nous l’as- 
sujettissons ainsi à moins de 


(m —1\(m— 2) (nm) 
2 KE 2 


conditions; et. par suite, ces conditions peuvent être remplies 

» EL, | ; 

par une courbe d’ordre m — 2 qui peut précisément être 

(m—92(m +1) 
2 

Soit Go — 0 la courbe en question, comme f—0 n’est 
12 q | 


assujettie à conditions. 


pas unicursale, G,, renfermera d’ailleurs au moins un para- 
mètre arbitraire. Soit de même G,;— 0 une courbe d'ordre 
m— 2 passant par les points doubles de f — 0 et ses inter- 
sections avec ax + fy +y—o, excepté par x;, y1 ét &,, 
Yi, -.. Considérons la courbe 


+ 2 Go + À3 Gis ++ À mn Gin = 0; 


on peut déterminer les constantes À», 3, ..., de telle sorte 
que cette courbe passe par (%:, y2)...(æm, Ym); comme 
elle est de degré m — 2 et qu’elle passe par 7 — 1 points en 
ligne droite, elle se décompose en 4x + By +7y—=o et en 
une courbe Q — o d'ordre m — 3; ainsi l’on a identiquement 


alors 
G + X2 Go +... + Am Gim = Q(ax +By+y) 


ou 
= = Q(ax + By + y) — 2 Gi2 —. : NOTE 


S1 l'on porte cette valeur de G dans (1), on voit que cette 
intégrale générale de troisième espèce se décomposera en 
une intégrale de première espèce et en d’autres de troi- 
sième espèce, telles que 


4 G dx 
(ax +By+y)f: 


n'ayant plus que deux infinis x, et xs. 
Nous allons encore préciser davantage. Appelons EAU + 
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et Ë», 2, > les deux points où l'intégrale de troisième espèce 


G(æ, y)dx 
(ar + By +y)fa 


devient infinie ; ces deux points sont situés sur la droite 
ax+$y+y—=o, 


dont nous écrirons l'équation sous la forme 


MOIS CAE 
(2) a LE ARE QU EN RC 1 | ZE Ne ni ls" 
£a N2 Ce | 


On peut représenter un point x, y, 3 de cette droite par les 
équations 


æ = E1+ tb, F = 1N1+ ÉMp, 3 = Cite, 


et alors, en appélanttbf/lémanant te, nt 


on aura 
17 Me 
f(Ei+ tbe, m+ êne, G+ té) = f +tPf + ne PERS 


En observant que (51, n1, Gi)etf(E,n2, €) sont nuls, l’équa- 

tion aux intersections de f—=0 et de la droite (2) sera 
Pf+iP2f+...=0o. 

Cette équation doit avoir les mêmes solutions que 


G(Ë1+ #62, n1+ no, Gi + tt) = 0 
ou que | 


G(E, 1» G)+PG+%3P2G+...+ G(b, 2; Ce) 0; 


donc on aura 


0 0 Ô 
| GC nu Cu Ru = a = + no DA à LEUR 


(3) d61 On1 : OÙ 
of of of 

és Æ CL —— —— —— —— + 

| G(É2, 2 G)=Prif = E, (e int de C1 ot 


Nous prendrons dorénavant pour type de notre inté- 
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grale de troisième espèce l'expression 


LÉ G(x, y)dx ; 
fa(t, JE Exnit” 


G(x, y)—= 0 sera une courbe de degré m— Passant par 

tous les points singuliers de f —0o et par m — » des points 

où EExn,G rencontre f—0; les points E,, 11, À et a 

ñ2, G seront les seuls points de rencontre de J=0 et de 
SH æn1 62 par lesquels elle ne passera pas. 


On a vu que 


‘ ; à 
| G(Ë1, n1 Gi) = b o ee a 2 
(4) | à 
0 0 ô ; ; 
| G(Ë2, M2; Co Z - + A1 _ , 5 | 


Calculons les résidus de la quantité placée sous le signe de 


Le résidu relatif à x — Ë, sera 


GE Nu Gi). Tue 
(à J2(E, 11; ALT 2 + Zn @” 
or 
2  æni Ce = (& — Ë1)(n1— 92) —(y — m1 )(E — 2) 
el 
d' 0 
Wnes n2=(æ—E;) Pre S AMEN :) À. UE 
donc 
0 
(ni ra) RE + (£1 — Es) 
2 Ext = (x —É#;) of à 
On: 
L'expression (5) se réduit alors à 
G(E:, 11; C1 ) 
E 7 
(N1— M2) SE + (Hit) : 
c’est-à-dire à 
G(E, 1, C1) k. 
0 Dre 
PR nOf RS Of EE 


TN SRE TR 
TG ONE ons Mio 
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. , . « d 0 
ajoutant et retranchant au dénominateur €, FL te es on a, 
1 S1 


en vertu de (4), 
G(&i, T1; 1) 
mf(£1; 11 C1) — GE, 11; (1) 


“C'est-à-dire — r. 


Ainsi l’intégrale de troisième espèce prise le long d’un 
cercle infiniment petit décrit autour de l’un de ses infinis 


SERA 2TV—1 pour le point £, et +or\ÿ—1 pour le 
point Es. 


S1 la courbe f — 0 n’est pas unicursale, il y aura toujours 
au moins une intégrale abélienne de troisième espèce ayant 
deux infinis donnés. Ces infinis déterminent la droite 


xxz+f$y+y ou DE zmt—0; 


la courbe de degré m — 2, G—0 est assujettie alors à passer 
par les points doubles de f —o et par les m— 2 intersections 
de la droite en question et de f — 0. Ces conditions, comme 
nous l’avons vu, ne la déterminent pas complètément et on 
peut l’assujettir encore à 


É ) NS Mi: UT, N . 
ae De en LS Cm Er) = CON. 
2 2 
& 
XVIII. — Propriétés des intégrales de troisième espèce. 


Le théorème bien connu d’Abel nous apprend que, si& — 0 
représente une courbe algébrique de degré m + 1,0 la déri- 
vée de 5 relative à y et F un polynôme de degré m—2,ona 


F(x, Vi) dx; + 
cn Aer 


Zi et y; désignant les intersections de 5 — o avec une courbe 
algébrique: quelconque EAN Appliquons cette formule au 


cas où IÉ dx est une intégrale de troisième espèce aux infi- 
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nis 6, et 6; supposons alors que F — 0 passe par les inter- 
sections de f— 0 et g =0 et que 


D = /£, s= D Ernie 


nous aurons 


05 
GE IG dy — Sfr + f8; 
et pour æ = x; 
Do = L/2. 


. ! n 1 e 
Au contraire, pour æ — x ;, en appelant x; et y; les intersec- 
tions de g — 0 avec d — o, il viendra 


3 TD9 US: 
(1) devient alors 
ti F(x;, yi)dr:; Free) jh 
£ és Ji(ri, Vi)g CAR ANS 


Nous allons transformer la seconde somme ; à cet effet, nous 
observerons que F — 0 passe par les intersections de 19 
et $ —0 et que g2 est une constante numérique. Désignons 
pour un instant par ax —- bles valeurs de y tirées de eo, 
Fæ axe b) divisera f(x, ax + b), et l’on aura 


(3) J{x, ax +b)=(x—f%)(x —E&)F(x, ax + b)A, 


Â désignant un facteur numérique que nous déterminerons 
en prenant la dérivée des deux membres par rapport à æ, ce 
qui donnera | 

of. of 


0 toy = (®—h)F(x,ax+b)Ae, 


+? 


w désignant des termes nuls pour æ— £,. Si l’on fait alors 
T=—=# on a | 


Of Of \ 
dE Er = (61— &2) FE, n1)A; 
; 3 . Of of. Of N1 — No 
mais F(£ ni)estépala cs 2e ne Co et a — — 
Vs 1) 5 œ 2 On &5i5e 1 — bo 
donc 
LE REA Q) 
x dE €1 RATES 12) I 
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d’ailleurs 
Ba Ét=- 6; 


en vertu de (3), on aura alors 


DE MP E. D dr;(Ei— Es) 
La Er) (Ty E1)(@; — 62) 


et, par suite, la formule (2) deviendra 


Fix, ae AT Er 1)dx'; : 
FACTEDPE TUE (TG, É1)(ay — 6) 


Supposons maintenant la fonction d de la forme 0, + ÀDo, 
, et w désignant des polynômes entiers de degré mn à coef- 
ficients constants; les x; et les x; seront fonctions de À et, en 
faisant varier À de o à «, on aura 


F(x;, y;)dr; (2 — € 
Eee me ue loc — 
UE Vi)È2 ZE Lin Ce >, É 6 2 Euun 


mais, en observant que 


(ia) — do)... (1 Tm) 


est, à un facteur près, égal au polynôme en €, qui a pour ra- 
cines les abscisses d’intersection de pi + - Av, avec la droite 
9 —= 0, On tirera 


© 
DIR RO MIAT; Sp 2(E1, N1)91(80; 2) 
Jai Ji)E = dit pa(ës, n2)91(613 M1) 

Cette équation est l'expression de l’une des formes du théo- 
rème d’Abel. Elle montre que la somme des intégrales abé- 
liennes de troisième espèce obtenues en prenant pour limites 
inférieures les intersections de f—0oete, —0,etpour limites 
supérieures les intersections de f — 0 et vw: —0, peut s’ex- 
primer au moyen des logarithmes des fonctions 6, et 0: 


pour les valeurs des var Fe quir ae in finres les inté- 
grales de troisième espèce. 
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ES 


XIX. — Sur les valeurs multiples des intégrales abéliennes 
de première espèce. 


Soit Z, un point déterminé du plan, 7,02 Macles 
valeurs de la fonction algébrique y en ce point; évaluons la 
valeur de l'intégrale abélienne de première espèce 


* Q(x, y)dx 


ve | 
+ Ja, ÿ) 


À cet effet, construisons d’abord le système des lacets 
dont il est question dans le théorème de M. Lüroth (p. 376) 
gp — 2(m—-2)lacets permutent y, et y2; les 2(m — 2) lacets 
restants se décomposent en m—1 groupes de deux lacets 
permutant le premier groupe y, et y3, ...: le (m — r)ième, y, 


et Ve 


Tout chemin d'intégration allant de xo à x se ramène à 


des lacets pris parmi ceux que nous venons de considérer et 
à un chemin déterminé x,x, que nous appellerons le che- 
min direct, et cela par une déformation continue qui ne lui 
fait franchir aucun point critique. Par conséquent, en appe- 
lant toujours a;. &, ..., a, les points critiques et + (@i), 
PAG ee CL (QG, Aales intégrales prises le long de ces 
lacets, la valeur la plus générale de V sera de la forme 


V; TT x, 


NS INPI désignant les valeurs de V prises le long du 
chemin direct x,x+, en prenant pour valeurs de y en x,, res- 
pectivément y; Jm eten désignant par « une somme 
de termes, tels que Æ{(«;), —(a2), .... Mais cette expres- 
sion V;+ « peut se simplifier. 

Tous les lacets permutant la valeur de J'1 avec une autre, 
nous adopterons le signe + devant (&;) pour indiquer qu’il 
est parcouru avec la valeur initiale Y1 de y. Il résulte de 
celte convention que deux lacets actifs parcourus successive- 
ment seront affectés de signes contraires, et la valeur Ja plus 
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générale de V sera, en prenant y, pour valeur initiale, 
(1) (ai)—(a;)+(ax)—...+ Vp, 


h désignant un des nombres 1, 2, 3, ..., m. 
Les différences (a;) —(a;) peuvent s'exprimer linéairement 
au moyen des seules différences 


(di)—(a2), (ai)—(as), ..., (a)—(aw), 
que nous pouvons appeler £o, Es CE Es er outre, on a 
(a)=(&)—[(@)—(a)] =(a)— 65; 


en appelant alors ? une somme de termes de la forme e,, 
€3, ..., l'expression (1) se réduira aux types 


Z2+V,, 2 +(a) + V;. 


Nous nous attacherons surtout à l’étude du premier type et 
à l'évaluation de la somme Y, que l’on appelle une période 
de l'intégrale. 

Une première simplification résulte de ce que, si l’on 
considère un groupe G,; dans lequel : > 2, on peut faire 
abstraction des lacets de ce groupe dans l'évaluation d’une 
somme Ÿ. En effet, supposons qu’il entre dans cette somme 
une intégrale prise Le long d’un lacet permutant y, avec y;, 
nous ne pouvons revenir en æ, pour décrire le chemin direct 
æçæ avec la valeur initiale y, qu'après avoir parcouru un 
second lacet permutant y, et y;; si c’est le même lacet, la 
seconde intégrale détruira la première; si c’est l’autre lacet 
du groupe, je dis que la seconde intégrale détruira encore la 
première ; en effet, partons avec la valeur initiale y; et décri- 
vons successivement les lacets des groupes successifs 


G2, Gu3, ….) Cuir ….) LEE, 


tous les lacets seront inactifs, jusqu’à ceux du groupe G.;;. 

A la sortie du groupe G,;, y aura la valeur y; et les groupes 

suivants séront inactifs, mais l'intégrale totale engendrée 

par ce contour est équivalente à l’intégrale prise autour d’un 
L. — Traité d'Analyse, IV, 26 
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lacet ayant le centre de son cercle à l'infini; elle est donc 
nulle. L'effet des lacets de G,; est donc de fournir une inté- 
grale nulle quand on les décrit avec la valeur initiale y;, et 
par suite aussi quand on les décrit avec la valeur initiale y, ; 
on peut donc faire abstraction de tous les groupes, excepté 
du groupe G,2, quand il s’agit d'évaluer une période à. 

: Mais alors la valeur de l'intégrale prise avec la valeur ini- 
tale y, le long du même contour G;», G3, ..., G,m sera 
égale à zéro; or elle est aussi égale à 


(di) —(d2)+ (as) —...— (a), 


q désignant le nombre des points critiques permutant y, et y; 
cette somme peut s’écrire 


\ 


[(a)—(a)]+[(as)—(a)]—...— [(ag) —(æ)]: 


Il existe donc, entre les périodes (a;)—(a;) en fonction 
linéaire et à coefficients entiers desquelles on peut exprimer 
toutes les autres, une relation linéaire et à coefficients entiers; 
donc enfin les périodes sont de la forme 


MW + MW) +...-+ My-2Wg-0, 


Mi, Mo, ... désignant des entiers et wi, wo, des 
périodes particulières. 
On a d’ailleurs 


qg=wWw—2(mMm—I2)—=2p+a, 


p désignant le genre de y, ce dont on s'assure en observant 
que æ— m(m—1)—2ù (p. 67). On a donc gs? 
et le nombre des périodes au moyen desquelles on peut 


exprimer Z est 2p. 


XX. — Choix d'un système de périodes. 


Nous avons vu tout à l’heure que l’on pouvait exprimer 
une période quelconque, linéairement, au moyen des périodes 
(ai) —(az2), (&i)— (as), +..; mais on peut choisir les pé- 
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riodes en fonction desquelles on exprime toutes les autres 
d’une façon plus avantageuse. 

Construisons la surface de Riemann relative à la fonction y, 
comme 1] a été expliqué (p. 381); pratiquons le système cano- 
nique de sections et reportons-nous à la Jig. 17, qui repré- 
sente ce système canonique. | 

Appelons A; l'intégrale V prise le long de la rétrosection r 
qui enveloppe les points @; et 41, 


À; = (@;) — (ar) = (@;) — (a) — [(@i+1) Te (&:)] : 


À; est une période; appelons B, l'intégrale de V prise le long 
de la section 5 qui traverse la ligne de passage didis1, B; sera 
également une période. 

Il faut prouver que l’on a 


2 = + Mi Ait Ms As +... + M2 p—1 Aop-1 
+ 1 B; + ñn3 B: reset N2p—1 B2p_1, 


(1) | 


ni ro... désignant des nombres entiers. 
C’est ce à quoi l’on arrive en montrant qu'une période telle 
que (a) — (a;) est de la forme précédente. 

Orona { 


LTÉE (ai) —(a2), 
A3 —=(a3)—(a,)=— (di) — (ai) —[(a)—(as)], 


PE EE A anne ele M es die ie dora ole à à cote 


AE Cr, B; — C2p+1; 
A3 = C, — C3, Bb; — C2p+1 — C3, 
A; CT CS: B; — Cop+1 — C5, 
as ONE \ À AGE OR PANIERS 
A2p-1 =, Cop Ce p=1]; B: »+1 — C2p+1 — C2p-1. 


Celles de ces équations qui contiennent les B donnent immé- 
tement, (Cas C3, «, Cop_1, les autres donnent ca. 
Ciy ++) Cop; les périodes c;—(à;)—(a;) sont donc expri- 
mables sous la forme (1), et il en est de même d’une période 
quelconque X. 
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_Je suppose maintenant (/ig. 17) que le point x décrive 
dans le sens direct le contour de la surface de Riemann ren- 
due monadelphe en partant du point Q avec la valeur de y 
qu'il aurait s’il se rendait de x, en Q sans traverser de cou- 
pure. Proposons-nous de calculer la différence des valeurs de 
V des deux côtés d’une même coupure; cette différence est 
évidemment constante, puisque dV y a des valeurs égales. 

Supposons que nous soyons arrivés au point à; si, chemi- 
nant dans le sens direct, nous marchons jusqu’en $, l’ac- 
croissement subi par l'intégrale V est l'intégrale relative à la 
seconde section s ou B, : donc la différence des valeurs de V 
à gauche et à droite de la seconde rétrosection r est B;. 

Supposons, en second lieu, que l’on décrive en partant de $ 
la seconde rétrosection r, on arrivera en y avec l’accroisse- 
ment À, de V; donc la différence des valeurs de V à gauche 
et à droite de la seconde section 6 est A:. 

Enfin, il est clair que V a la même valeur à gauche et à 
droite de la section s. 

En général "00 


A gauche et à droite d’une section r ou 5, V prend des 
valeurs qui diffèrent entre elles par la valeur de N pris 
le long de la section s ou r qui la coupe. À gauche et à 
droite d’une section s, V a les mêmes valeurs. 


XXI. — Relations entre les périodes de deux intégrales 
de première espèce. 


On sait que la fonction y donne lieu à p intégrales dis- 
unctes de première espèce; soient Vtet V° deux quelconques 
d’entre elles que nous supposerons toujours engendrées avec 
la même valeur initiale de y et en suivant le même chemin; 
nous désignerons par af, A, BF les valeurs que prennent 
ai, A, B; quand à l'intégrale quelconque dont nous nous 
sommes occupés plus haut on substitue V4, et par al, AM, 
B° les valeurs que prennent a;, À;, B; quand à V on substi- 
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tue V’. Considérons l'intégrale 


[year = — [wave 


prise tout le long du contour de la surface de Riemann 
rendue monadelphe, cette intégrale est nulle; on a donc 


(A) | [ veavr= o. 


L'intégrale en question se décompose en d’autres prises cha- 
cune deux fois, le long de chaque section, r, s'ou s, tantôt 
dans un sens, tantôt dans le sens contraire. Le long d’une 
section s, VE prenant des valeurs égales, les intégrales se 
détruisent et l’on peut faire abstraction de ces sections. 

Le long de la section r qui entoure les points Œoi_1, Æoi 
Vé prend des valeurs différant de B_ ; cette section apporte 


21—1? 


alors à l'intégrale | VHdV” le contingent 


(1) ___ p'U) (V) 
jherre Bo ASIE: 


puisque cette intégrale est prise le long de la rétrosection r 
en question. On verrait de la même façon que le contingent 
apporté par la section s qui coupe la section 7 que nous 
venons de considérer est — AK. 
uon (À) devient 


6) DEAD 4827] = 0 


la sommation étant étendue à tous les nombres impairs L 


B,;_,; de sorte que l’équa- 


depuis 1 jusqu'à 2p +1. 

Telle est la relation remarquable qui lie entre elles les 
périodes de deux intégrales abéliennes de première espèce, 
dans laquelle on peut aussi supposer les indices £ égaux à 1, 
2, 3, ..., p, en changeant de notation et en appelant A,, 
A5, ..., Ah, B;,, ..., B, les intégrales prises le long des 
sections r'et s. C’est ce que nous ferons dans la suite. 
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XXII. — Intégrales normales de première espèce. 


Considérons p intégrales de première espèce distinctes et 
désignons-les par V,, V,, ..., V,; formons ensuite des com- 
binaisons linéaires et homogènes p,, po, ..., °» de ces inté- 
grales, à savoir 

Pi Ya Vi + Ya Ve +. + Vip Vp, 
Pa = Var Vi + Yo2 Vo +... + Y2p Vpn; 


#,n:e sus letele, d14 fe olele le etoile eye te ls lets el els RU 


On pourra déterminer les p? quantités Yi, de telle sorte que 
les p? valeurs que prennent les intégrales v le long d’une sec- 
tion ç aient des valeurs données; on pourra donc supposer 


Fit Es (u) 
BY — 0, pour z Zu et BW 


lation (1) donnera 


= 2TV/—1 pour i — u : alors la re- 
QU) A) Rp AU) 
BA, B''AU=0 
ou, en observant que BH — BY — 2# V—t, 


AVE AU. 
Nous poserons 
| (LL ; 

At + AU = 24 y; 


les intégrales p,, po, ..., °? auront alors pour périodes 


QT YW— 1, 0, re 0; 
0, 27 V— 1, : 0; 
RE Ci pi ee 8 2 TC AT RENNES 
0, O,; ; 217 Ve 
211, 240, » 2dip; 
Te Us, Ales 
; ) *) ; 
2 AN dnsr Eee VAT ps 


les intégrales #4, #2, ..., v, sont alors ce que l’on appelle les 
intégrales normales de première espèce. 
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XXIII. — Propriété remarquable des périodes normales. 


La propriété que nous allons démontrer n’est pas un théo- 
‘ rème simplement curieux; elle servira de base à tout ce qui va 
suivre. Sotent ni, Na, ..., np des entiers quelconques, 24;; 
les périodes normales; la partie réelle de 


( = Ÿ'ajnin; 
est négative. 
_ Soient, en effet, p,, p2, ..., v) les intégrales normales de 
première espèce; soit 
V = nv + 202 +... + NpVp = X + Vite 


Evaluons l'intégrale 
O 


| ôX oY  oX 0Y à 
Ja dedy (5 ne =) où ff axar, De: 


pour toute la surface de Riemann : cette intégrale est posi- 
Live ; elle est égale, en vertu du théorème de Riemann qui 
nous a servi à établir le théorème de Cauchy sur l'intégrale 
d’une fonction prise le long d’un contour fermé, à 


Je) (GS) 


ou à celle de l'intégrale simple 


oX OO, 
1e dx + Er dy) ou 1 dx, 


prise le long du contour de la surface rendue monadelphe, et 
à une intégrale double, nulle en vertu de la relation 


2X 2x 
APR MATOS EU 
0x? dy? 


or la valeur de l'intégrale simple qui est positive est facile à 
évaluer. | 
Si nous appelons al", a”, ... les intégrales fa prises 
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le long des sections r; a°®-, DENTS intégrales / dX 
prises le long des mêmes contours; b!", b}", «) les inté- 
grales / dY prises le long des sections &; b!?, b°1, .. . les 
intégrales f dx prises le long des mêmes contours nous 


trouverons, en raisonnant comme on l’a fait quand il s’est 
agi de trouver une relation entre les périodes des intégrales 
de première espèce, 


f{ Yax Dors Le Bb) al), 


Mais af + pi) Va 1 et a + b® Vs 1 sont les périodes de 
V=X+YYy—:1,les a? sont nuls, les b' sont égaux à des 
multiples de 27 : donc 


f xax = — 2 ÿ an; 


mais les a!" sont de la forme 


(na ji + Na j2 +... + Up jp), 


fYax = — 2m ajnin); 


donc, comme | YAX est essentiellement positif, il est bien 


donc 


démontré que la partie réelle de Ÿ &ijin; est négative. 


XXIV. — Intégrales normales de troisième espèce. 


On trouverait les variations de l'intégrale de troisième 
espèce comme on a trouvé celles de l'intégrale de première 
espèce; mais, outre les périodes correspondant aux points 
de ramification, les intégrales de troisième espèce ont encore 
deux périodes 27 —1, correspondant à leurs infinis loga- 
rithmiques. 

Soit S(E,, £) une intégrale de troisième espèce possédant 
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seulement les deux infinis &, et 6, ; elle contient p paramètres 
variables. On les déterminera comme il suit : appelons w,, 
U>, -.., Up p intégrales normales de première espèce et 24, 
243, ..., 24 P périodes de S qui correspondent à ses points 
de ramifications; posons 


I ( 6, bo) ne. S(E1 Es) 


C4 Oo 4. 
pe A lon more 0 0 RS 
r Y=—1 UE rY—1: 
Si l’on fait varier x de manière que w,, uw, ...,uy augmentent 


de2r ur, on voit que Il ne variera pas et, par conséquent, 
la fonction II aura perdu une moitié de ses périodes; cette 

intégrale IT est ce que l’on appelle une intégrale normale de 
troisième espèce. 


XXV. — Relations entre les périodes de deux intégrales 
de troisième espèce. 


Nous considérerons deux intégrales de troisième espèce 
S(É, El), et S(a, a) aux infinis E et E/, « et x. Les raisonne- 
ments qui nous ont permis de trouver une relation entre les 
périodes des intégrales de première espèce vont nous per- 
mettre de trouver une relation entre les périodes des intégrales 
de troisième espèce. 

Nous considérerons l'intégrale 


ÉCRTIECE 
et nous l’étendrons à tout le contour de la surface de Riemann 
rendue monadelphe; cette intégrale ne sera pas nulle, parce 
que la quantité placée sous le signe f devient infinie en Ë, €, 


a& et «’. Or nous avons vu (p. 396) que les résidus de DCE) 
étaient + 1 et — 1 en É et Ë/, de sorte que la valeur de notre 
intégrale, au lieu d’être zéro, sera 


7 L 
27 W—1 | [ dS(a, x')— | dS(E, | 
| £ 
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et que, en appelant Al, AU, .., les intégrales faste, 4 


orises le long des sections r. . .., On trouvera 
O ? ? 4 


Ë œ : 
27 Vi | faste) fase, e)| = © (BP a0 BU AT 

g “œ 
Si l’on applique cette formule à des intégrales normales, les 
périodes B par exemple ayant disparu, le second membre de 
cette formule sera nul, et l’on aura 


€ œ 
IELICOETI d(E, #). 
é' a 


C’est dans cette formule que consiste le théorème dit de 
l'échange du paramètre et de l'argument. Dans une inté- 
grale de troisième espèce les limites sont les arguments, les 
infinis sont les paramètres. 

On trouverait d’une façon analogue une relation entre les 
périodes d’une intégrale abélienne et d’une intégrale de fonc- 
Uon rationnelle, Nous ne chercherons pas cette relation, 
parce qu’elle conduit au théorème que nous avous déjà trouvé 
par une autre voie comme cas particulier du théorème d’Abel, 
ou plutôt comme l'expression sous une autre forme de ce | 
théorème qui a déjà été interprété de tant de manières. 


XXVI. — Remarques au sujet du théorème d’Abel. 


En général, si l’on coupe une courbe f — 0 de degré m 
par une courbe Ÿ—o de degré n, on obtient mn points 
d’intersection. Ces mn points ne peuvent pas être choisis 
arbitrairement (voir un Mémoire de Jacobi, Crelle, t. XV). 
En effet : 


n(n +3 
1° S1n<{m, on peut se donner de 


<[ mn points 
d'intersection; la courbe Ÿ = 0 est déterminée par ces points 
n(R HS) DES NE 3 

2 FN 2 
section sont déterminés. 


et les mn — 


autres points d’inter- 
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2° Si 72m, on ne change pas le système des intersections 

des courbes f —0,  — 0 en substituant à la courbe ÿ—o la 
courbe qui a pour équation 


(1) Y+pf—=0o, 


désignant un polynôme de degré » — m. Or on peut déter- 
miner © de manière à faire disparaître de 


of 


n—m+i)(n—m+)2 4 
D Um +) coefficients; la courbe (1) ne con- 


2 


4 


tiendra plus alors que 


(n+iXn+2) (R—m-i(n—m+o) (m—1)(m—2) 
MR — 


coefficients arbitraires. Or les courbes (1) et  — 0 détermi- 
nent les intersections de d — o et / — 0, comme nous venons 
(m—1)(m—2) 


s points d’intersection de 


de l’observer ; mn — 


(mm —1)(m—) 


2 


f—=0, &—o étant donnés, les autres sont 
donc déterminés. 

Ces conclusions sont inexactes quand, parmi les points 
d’intersection donnés, se trouvent des points multiples de 
f = 0. En effet, si, p-rmi les points d’intersection de f = 0 
et d — o, il y a des points doubles de f — 0, ces points déter- 
minent chacun un coefficient de Ÿ —0o, mais ils comptent 
pour deux parmi les mn intersections des deux courbes. 

Supposons 7? — M —1 où 7» — m— 2; dans ces deux cas, 


Es 


en se donnant points d’intersection, les autres sont 


au nombre de 
n(n+3)  (m—1)(m—)2) 
2 NN ECRIRE 


54 orme 


comme 1l est facile de s’en convaincre en remplaçant dans le 
premier membre de cette formule » par m—1 où m—2, 
pourvu que, parmi les points donnés, 1l n’y ait pas de point 
multiple de f/ —0. Si, au contraire, parmi les points don- 
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nés, se trouvent tous les points multiples de f— o que nous 
supposerons au nombre de à (ou en nombre équivalent à Ô 


points doubles ordinaires), on pourra se donner toujours 

n(n +3) 
2 

à points doubles, et il ne restera plus que 


— à points de 4 qui seront simples pour f, plus les 


AUS pires 4) RSS CHOSE LISE 


points d’intersection à déterminer au moyen des premiers, p 
désignant le genre de f— o. 
Ainsi, en résumé, en supposant n — m—1 ou n — m — Ce 
on peut choisir arbitrairement mn — p points d’intersec- 
£ . 
tion de f— 0, Ÿ — 0; les p autres seront déterminés. 


XXVIT. — Intégration d’un système abélien. 
Soit | 
Q:(x, HO Q(æ, y)de Q(æ, y)dx 
LA a (MAY ) RANCE Jia, ) 


un système d’intégrales abéliennes normales de première 
espèce. En vertu du théorème d’Abel, si l’on coupe la 
Courbe ÿ="06 par la courbe 4 = o algébrique, on aura, entre 
les coordonnées des points (01741, 080 (Ty; Ju) d'intersec- 
on, les relations | | 


U 
Qi(æi, Yi) dr: 
aa, Yi) 


. Q2(æ:, Yi) dx; 
(1) : ati, Ji) 


U 
> Qp(ai, Ji)dri 
TE — 0, 
J2(xi, pe) | 
ou plutôt ces relations n’existeront qu'entre les points va- 
riables des intersections de f = o et à —0. Supposons, pour 
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fixer les idées, le degré n de Ÿ égal à » — 2, les intersections 
de f et d seront au nombre de m(m—2); donnons-nous 
cie 7) 7 nm) 
courbes, parmi lesquels se trouveront les à points doubles 
de f = 0, il ÿ aura encore 


points d'intersection des deux 


(m—92)(m +1) e 
0 


MM — 2) — 
5, 


points d'intersection; ce nombre est égal à 


-(m—92)(m—1) re 
2 APT 


dont la position dépendra des premiers; la différence entre 
ce nombre et le nombre des points donnés est 


| 


2 2 


c’est-à-dire 2 — 2. Ainsi le nombre des points que l’on peut 

choisir, abstraction faite des points doubles, excède le 
nombre p; on peut donc supposer que p de ces points 
choisis soient fixes. | 

En résumé, parmi les intersections des courbes / — 0, 
d — O, 1l » SE 

10 à points doubles de f — 0, (a); 

2° p points fixes simples de f = 0, (a); 

3° m— 2 points variables choisis arbitrairement, (x'); 

4° p points variables dont la position dépend de celle des 
précédents, (x) (en sorte que 1 — m — 2 + p). 

Appelons æ,, æ»,..., æ) les abscisses des derniers points; 
appelons æh41, -.., Zu les abscisses des autres points va- 
riables : les équations (1)auront lieu entre les points variables. 

Les équations (1) donnent lieu aux p intégrales 


de 


ue 
': Q; (Tr, Vi) dr; ME 
"el DA FACE Re 


1= 


Mais on peut remplacer ces équations transcendantes, dans 
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lesquelles ai C Sont des valeurs de Liy Lay ec. Th 
POUT Æpy1— Cpy1, +-., par d’autres fournissant les mêmes 
valeurs de z,; x», :.."et algébriques. 

Ilsuffit pour cela de chercher la résultante R — o de M ©, 
Ÿ%— 0 provenant de l'élimination de 3 Si l’on divise R par 
le produit des facteurs de la forme x — Let X — à, x, Et di 
désignantles coordonnées des points d’intersection variables 
et fixes que l’on peut choisir, le quotient 


AoTP — À DGPSE HE AS TERRES CAS 
0 1 2 I 


sera le produit des facteurs (x — x) Ta)..,.(x — AE 
en sorte que l’on aura 


— 


Li Lo +. + Lp = —3 

0 

À 

T4 Lo + TT pr Ep = — ) 

(3) FERA: 
Ah, 
T4Lo Cp = —; 


et ces équations algébriques (3) feront connaître CS TR te 
aussi bien que les équations (2); elles renferment les con- 
Stantes arbitraires @,, as, ..., &p, qui sont les abscisses des 
P points d’intersection fixes de f=0 et d—0, qui sont 
simples pour f — o. 


XXVIII. — Addition et inversion. 


Considérons la courbe J—=0 d'ordre m, et coupons-la par 
une courbe variable L — 6 d'ordre m» — 2, que nous ferons 


passer par ses à points doubles et par 7» — 2 autres points 
fixes de f — 0, il restera 


M(M—2)— 20 — nm —» = (ner 2)— 920 —9p 


autres points d’intersection variables, que nous appellerons 


(Zi, Ji) (dos PNEUS, Yr)et(x,, ÿi), CRAN *: 
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! ! , \ 
(Zhs Yh). Le théorème d’Abel nous apprend qu'entre ces 
points on aura les relations 


t=p 
QC Vi) Are Vi) dx’ — 
FACE TAC is Vi) EE 
(1) Re ous Par nel dau ; 
v Qh(æi, Yi) VO, Vi) n 
dr; + = O0; 
Do ne fA DEC) res 


or, si l’on pose 


[ i=p P 
\! QC, Vi) 
PE RESULRS d. per , 
| 2j. 0e TN 
(2) Éce ES CR ARE RCE NET j 
OT 
pi di, Vi) 
de = U);: 
Jul, PACA) Vi) ‘ À 
ER * 
À (rs Yi) ! 
y DT NE ERSERNT IE dr = Pis 
È Ci J2(ri, Yi) 
(a) DT aie NS th ne fantieex ; 


S 1Q CEE 
SU RD LE 0m 


Fe 
D . 


on pourra DPRoSer ces équations résolues par rapport à æ:, 
Da leo ts à 2.3 4 ... et poser 


PAC is ae 3 Up )e Lo — 


À, ? 
Li = A(P1, Dos +, °p); Ty = ho, 
Les équations (1) intégrées donnent 
(3) Ui + Vi = W1, Ua + V2 = Wo, ..) 


1, Wo, ... désignant des constantes que l’on peut repré- 
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senter ainsi 


1 
Y [Ur 
Œ, = = — ; 
: rs far, Ji) 
1 t 
RE PS Un , 
Ér ï :) d. 7 
æ => (8 Yi At 
PI PAT SRENE ES» - 
Ex c; Je(ri Yi) 
et d’où l’on tire 
ATEN TER Le 
ou bien 
di = MU Pi, Ua + Pa, ...), Te —= Ke (UPPER 


Mais on peut remarquer que les équations (3), en vertu des- 
quelles u,; + p;, us + ps, ... sont constantes, sont les inté- 
grales de (1) et que l’on peut trouver d’une-autre manière les 
intégrales de (1); ces intégrales sont les relations algébriques 
qui existent entre Li, Las ce, Lh bre, 2 “etre x, ; pour 
trouver ces relations, on élimine y entre-/—o et Do": la 
résultante R— 0 a pour racines x,, ..., æ», LES La 
les x des à points doubles de f — o et les m — points fixes 
communs à /—0o et 4 — 0; il sera alors facile de former 


l'équation qui a pour racines seulement les x; et les æ;. Soit 
AoZ?P + Ayx?P-1+., Are A:p — O0 


cette équation. 


On en déduira 


NA ME | a 
Les quantités Fee Fe > +. ne contiennent que les coordonnées 
0 0 


des points fixes d'intersection de f et Ÿ = o : ce sont donc 
des quantités constantes ou des fonctions de #,, >, ...…. 
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Les formules précédentes donnent alors 


MUR NN A ne alerter nues al is ters le, sa PC où à» à 


PE EE Tele eee nm 73e else le ele ei ele etelel eine eo 6 ee etoia eee © à 0:09. 3.0 + à 8e ee 


et ces relations sont algébriques. On voit donc qu’il existe 
p relations algébriques entre 


(ui, U2, ».., Up), (ui, Us, ..., Up), …..) 
VANNES Op) Ao(Pis Pay ce, Op) 
el 
ME 0, Up 0p), haut pi, Wa 6e, ,2.), 


qui permettent de calculer ces p dernières quantités en 
fonctions des 2p autres. 

C’est en cela que consiste le théorème de l'addition des 
fonctions abéliennes (Hermrre, Comptes rendus, t. XVIII, 
et Journal de Liouville, 1. IX, 1"° série). 


XXIX. — Des fonctions © de plusieurs arguments. 


En suivant le fil des analogies fournies par la théorie des 
fonctions elliptiques, on posera 


(1) O(æ1, Dos =...) Lp) = Ù Ù PL ÉCRAN ANR RER 


le signe DR -. s'étendant aux valeurs n,, n2, ..., Np en- 
tières comprises enire — æ et +, en SUupposant a;; = «;;. 
Si D aijrin) est une somme de p carrés négatifs, ou si seu- 
lement la partie réelle de Dr n;in;se décompose en p carrés 


négatifs, ce que nous supposerons, la série (1) sera conver- 
gente. En effet, soient b;; la partie réelle de &ij, &; celle 
L. — Traité d'Analyse, IV. 27 
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de x;, il suffit de prouver que la série 


Ÿ ÿ og eËniki+Dbijnin; 
xd 


est convergente; or elle l’est, en vertu d’un théorème connu 
de Cauchy, car l intégrale 


+ 00 ÉT-200 
RTE eee à 
1 JE .… ei Sj+Ëbij min; dnidn:...dn» 
— © — © 


est finie; pour s’en assurer, il suffit de prendre pour variables 
les racines N,, N:,..., N, des carrés dans lesquels on peut 


décomposer Ÿ b;nin;; cette intégrale devient alors 


—+ + oo 
; Tartes (Ts Tes 0 
ZN;Xi—NÈ— Ni. LA. dN., dN 
sel = 2. 
1h ÿ£ O(N:, N, ...) fi 


0 F0 


X1, Xo, ... désignent des fonctions linéaires de É ERNAeT 


O(n1, Po . ns) ,. , 
à - est une constante. L’intécrale en 
NN 0 Le) 


question est donc finie, et sa valeur pourrait même être éva- 
luée au moyen de formules connues. 


le déterminant 


Pour abréger, nous poserons 


dijnin; == d, 


D où ob 

© — 94 — = 24, ns — = 

on: 2 YU ON 292, "POMOTEE 2Yp) 
dijViV —- U, 

où 04 où 

di = 201, OV — 202, .….. Op — 2h; 


nous aurons alors 


O(æ:, T9, .. % = >>. VA eËnixitY, 


et l’on reconnaît immédiatement que k,, ko, ... désignant 
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des entiers, 
(2) O(— M, — Ze, ...)— (21, De, EN 
1) O(x,+okir Vire Ta +247 VAT. 1e) — O(x1, Ta, ÉrR D 


(4) O(Li+ 201, T2 +25, cs Tp+20)p) 
= O(#r, La, .. ) The vixi+O), 


Vin Vas + .., Yh désignant des entiers quelconques. Les for- 
mules (2) et (3) sont évidentes; pour démontrer la dernière, 
observons que 


8(...z;+om;...) 


— ÿ ÿ pc eËnixi+2nDitbnins,….) 


— ! Ÿ HE CL An Ein AUS E TPE PES ETES 
éd 


or la formule (1)ne change pas quand on change nien 71 + y, 
lo EN A3 + Ye, ... 5 On à donc 


Our: +am, ...)— FUN EURE Je-Èvix-s, 


ce qu'il fallait prouver. 
La fonction © peut s’écrire sous la forme 


ÿ ÿ de CV ri Uni tVins Eve) 
ÿ ÿ NS enr ir ni ot 


et aussi sous la forme 


DORE TE 


on a donc, en,prenant la demi-somme des résultats, 


ou 


I » ; | S 5 
0 — — Ta (ebniritEviri +2 no + sé e—Èniri)et, 
2 
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Si, quel que soil n,ona 


DÉTEDNLEEDUL ES — — Dniri+ (ok +1)r JAECE 


k désignant un entier, on aura O — 0. 
Cette équation peut s’écrire 


d'Gn+ vei+ dit an;)wi; =(24 +1)T VA 


ou bien 


d'Eni+)(œr+ m)=(2k+i)ryÿ—1. 
Si l’on pose alors 
= bo, 2 NiT VE, 


. 4 A . . 
il suffira que Din: soitun nombre impair pour que æ1, Æo,... 


soit une solution de O — 0. 


XXX. — Sur une fonction d'une variable déduite des fonctions €. 


Supposons que, dans la fonctuon 


» ù S'n:x; +4 
O(Z1: To, .….., Tp) = Ê .. earnixitY, 


on pose 
Li = Pi — Ci; La = Va -— Co; TRE RCE 


Cis Co. «.. désignant des constantes et pi, Ps, ++, Pp Un 
système de p intégrales normales de première espèce ayant 
pour périodes les 2a;;, nous poserons (un 


VTYE O(PiSr Cis Va — "Cayenne Cp): 


Pour une même valeur de æ, pi — Ci, Va — Co, +. peuvent 
différer de multiples quelconques des périodes, en sorte que, 


(*) Cela est permis puisque les parties réelles des périodes sont telles 
que Ÿ est une somme de carrés négatifs. 
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pour une même valeur de x, la fonction 0(x) peut prendre 
une infinité de valeurs de la forme 


6 (æ)e-Èvibi-ci-s, 


Toutefois, la fonction 6(x) reste monodrome sur la surface 
de Riemann rendue monadelphe. L'intégrale 


1S 0'(x) 
REA ER = es RTE TE d. —— N. 
27 en ILES ñ 


prise le long du contour de la surface en question, fera 
connaître le nombre des racines de l'équation 0 — 0. 

Or l'intégrale N est prise deux fois le long des sections r, 
s, 5, une fois à gauche, une fois à droite, et chaque fois dans 
des sens différents. 

Or, à gauche et à droite d’une section s, les ?; ont la même 
valeur, les intégrales prises le long des sections s se détruisent ; 
à gauche et à droite d’une rétrosection 7, v; prend des valeurs 
qui diffèrent entre elles d’une quantité B; qui est égale à o ou 


ie 0’ , 
2rV/— 1, les valeurs de g seront alors égales et les rétrosec- 


tions 7 ne fourniront pas de termes finis à l'intégrale N. Enfin, 
si l’on considère l'intégrale prise le long d’une section 5, le long 
d’une telle section sur les deux bords opposés, v;a des valeurs 


4 


CR 0 
différant entre elles de 2 a;;; ÿ aura donc des valeurs respec- 
tives : se et PEAR l'intégrale le long de cette section sera 
Mn 7 Ar? © 5 
donc 2% ÿ—1 et, comme il y a p sections s, on voit que 
Ne. 


Ainsi la fonction 0 a p zéros. 
Les zéros de la foncuon 0 satisfont à une condition que 
nous allons déduire de la considération de l'intégrale 


! 


I 
DRE TS v;— dx, 
omy—1J) “0 


étendue tout le iong du contour de la surface de Riemann 
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rendue monadelphe; cette intégrale, dans laquelle ; désigne 
une intégrale quelconque normale de première espèce, est 
égale àZ0;(xx, Yx), &x, yx désignant l’un quelconque des 
zéros de Ü(x). 

D'autre part, pour évaluer l’intégrale en question, on peut 
procéder comme on l’a fait pour la précédente : le long des 
sections s, l'intégrale est nulle; le long des sections r, #; prend 
à gauche et à droite de la section des valeurs différant de 


27 /—1 1,% 4 prend alors des valeurs égales, en sorte que le 
long Fa seule de ces sections l'intégrale prend la valeur 
[5 dx, l'intégrale étant étendue tout le long de la section. 
Le long d'une section ç, v; prend sur les deux bords des 
valeurs difienes de 2a;;el : des valeurs différant de se 


l'intégrale le long d’une telle section sera donc 


I 0" dr; 0 
ay JU) 2) 0e 


(aa, L dr— 24) Da de — fo TE dx). 


On peut donc écrire 


SCA 
(} I Ÿ; dv; 
ie tuer DETTE ü dx — sai) f ge dx DUR ne 


Dans cette équation, remplaçons les constantes €, Go, ..., 


ou 


27 W—1 


Ë , à 4 4 ! À , À 

Cp par d'autres C/Ge ne c, et retranchons les résultats; en 
appelant x}, y, ce que devient alors æ4, Jr, puis retranchant 
l'équation ainsi obtenue de la précédente, nous aurons 


à Lé:(æ@, VX) or Pi(Ths 122) 


lo qd) ( for fo dr), 
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0, désignant ce que devient 4 quand on y metc,,c,, ... à 
Mhhiice de c;; co, .... 


Of dx est la quantité dont varie e logÜ(x) le long d’une 


section r;; cette quantité est c;, plus une quantité indépen- 
dante de c;. Au contraire, un raisonnement analogue nous 


(} 
montre que | + dx est nul; donc 
[o} 


>» PCT Vr) — «| CE BYE 2? Da | 


est une constante indépendante de c; et c'’;, et qui ne dépend 
que de x, et des coefficients de f. On peut donc poser 


Deer Ja) — ei = Ro 


» 


R; désignant une quantité indépendante de ci. 


XXXI. — Suite des propriétés de la fonction 0(x). 


On peut former une fonction 4 ayant des zéros donnés. 
En effet, on a vu que les zéros 4, ya satisfaisaient à la 
relation 


DUC Vk) — CG = R; 


= DATE ÿk) — R;; 


formons la fonction 


ARE e. te re der, Vk) + Ri, LE 


Je dis qu’elle admettra les zéros donnés; en effet, appelons 


ou 


(x!, y), (&,, y), +. ses zéros : on devra avoir 
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D or, Vx) = d'ei(ze, Yk), 


pour #—=1,2,3, ..., p. Je dis que cela exige que l’on ait 
! 


Ti, Y1=X,,Y,,...5 en d’autres termes, que les z,et y’, sont 
déterminés. | 


ou 


En effet, coupons la courbe f = 0 par une courbe S d'ordre 
Fa 2; faisons passer cette courbe d'ordre m— par 
Mm—3+p+ù points fixes de f = et par ses Ô points 
doubles : c’est déterminer autant de paramètres de S; il n’en 
reste plus que 


(m—92)(m+1) 
2 


—(m—3)—p—5$ 


arbitraires, ou 


(mr 2)(m ET) DU FOI ER Ce 1) 20 
2 2 


I. 


La courbe S coupe f en m (2 — 2) points; sur ces points, 
il en a été choisi » — 3 + p + 20 : il en reste 


M(M—2)—(m—3)— DER NES “a 


mobiles. Si on les appelle x4,-yx, on a 


K=p +1 


Q:(X4, Yx) + 
> Par 7e) T7 Are 


KA 
en vertu d’un théorème connu d’Abel. Quand on se donne 
le (p+ 1)" point æ,., > J'p+1, tous les autres sont déterminés 
sans ambiguïté. Ceci revient à dire que, si l’on intègre les 
équations précédentes, ce qui donne 3 


P 
D PiTes Va) = Pi Th, Jp+1)+ const. 


1 


es x; et les y seront bien déterminés uand on se donnera 
À q 
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P 
les D ia Jr). Ainsi on peut former une fonction Ü avec 


1 
des zéros donnés à l’avance. 


Il résulte de là que, si l’on fat x =x,,y—=y,;0ona 


Fe 
(e) Deer, ya) + R;, ... |—0 


k=2 
ou 
K=p 
(1) e un dors Jr) — Ro LE: 
k=2 


On peut déterminer les constantes R; comme il suit : 


Coupons la courbe f = 0 par une courbe du degré m — 5 
passant par les à points doubles de f et par p —1 autres 
DR a Loi Vas tee, Cp) Jp-ir EN OUT D —1 +20 
points d’intersection, elle coupera f — 0 encore en 


m(m—3)—p+1—20—p—1 
LL FT NE IS DPIDERE 
Le théorème d’Abel donne 
DEAR DEDA ICE = 0 


ou 


D viær, ve) +Ÿ vire VX) LE K;, 
K ; désignant une constante; on en üre 


Pl D 
D vitre Jr) — Ri -.. = 6 CNCRANETE URSS 
1 


Ë 


(2) 


Or le premier membre est nul d’après ce qu’on vient de 
voir (1); donc le second l’est aussi, donc K; — R; doit être 
égal àaR;oùK;— 2kR;. 

La constante K; est plus facile à déterminer que R;; on 
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pourra donc à l’occasion substituer le calcul de K; à celui 
de R;. 

Nous donnérons une dernière propriété de la fonction 4 
qui doit nous conduire à la solution du problème de l’inver- 
sion, but final que nous nous proposons. 


Soient Ex, nr les intersections d’une courbe o—0 du 
degré n'avec f—0; E£,, n, les intersections d’une autre 
courbe à — o du méme degré n avec f — 0. Le produit 


k=p 
h= mn Ÿ 152 filtre Ph) — vi(Ën, nr)—R;, …. 


eg, O Je re Vx)— Pi(Ën, nn) — R, - s'e 


LE | 
s'exprime rationnellement en Tr el Vr: 
En effet, considérons d’abord € comme fonction de x 
en daissantit> Ge, 0. æ? COnstants; quand les fonctions 
Pi(Ti, Va) augmentent de multiples des périodes, la fonction 


€ se trouve multipliée par une puissance du nombre e dont 
l’exposant est de la forme 


i=p h=mn 


(3) Di D MIE ne) w(E7, 1h) 


A ON 


Or, si l’on coupe la courbe f = 0 par la courbe © + À 0, 
en vertu du théorème d’Abel, les points d’intersection satis- 
feront aux équations différentielles | 


k=p 


œ doi(Tr, Jr) = 0; 


Rtl 


si l’on fait varier À de o à æ en intégrant, on a précisément 
D Lee, nn) — v;(Ëh; nh)] = 0; 


l'expression (3) est nulle et la fonction Ü conserve la même 
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valeur en un même point de la surface de Riemann qui repré- 
sente y; donc elle s'exprime rationnellement en x, et y1. On 
verrait de même qu'elle est rationnelle en æ2 et y», æ3 et 
Haies» 

* Cherchons les zéros et les infinis de € : à cet effet, cher- 
chons les zéros de 


K=p 
(4) ) ee D vice, Jr) — vr(En: n4)— Ri, ... |, 


LE À 


: ! ! ! / 
ou, en observant que, en appelant æ,, Yss ++, Tps Vp les 


points où une courbe de degré m— 3, passant par les points 
doubles de f et les points æ», Ya, +.+., Æp; Jp; rencontre 
- encore f—0,0ona 


k=p RAP 
> HET Yx) = pe PT; Vx) En 2 R;, 
fr pra k=2 


la fonction (4) devient alors 
k=p 
DR PE TI Y 1) — D (rh Ve) —Vi(Ens An) + Ris +. 


AS 1 


Elle admet les zéros E;, n2 et x3, y, : le quotient 


(Q) ke .. DUCZ 112 ps (En nn) = R;; À 
6 É 4: DUC Vr)— Pi(En) LA Eu R;, .. à 


admet donc le seul zéro E;, n,, et le seul infini &;, nx; donc &, 
considéré comme fonction de x, ét y,, admet les zéros En 


! 


! / : . : 
UE DOS LE mn el les infinis 4 1; nee a mn ) la fonc- 


;: Ti 1) f * à à 
tion PC 1) admet les mêmes zéros et les mêmes infinis. Le 


(T1, 1) 


o(æ1, J1) RE ; 
anvort € -2: 2" est donc indépendant de x, et uis- 
111 Ben 7) P PURE 


qu'il ne s’annule plus et ne devient plus infini : le rapport 
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AU ul . , 
ee le est indépendant de x, et J2, -..; on peut donc 
poser 
k=p 
‘4 == À P(Tk; Vxr) 


(Tr, YEN 
Pa | 


À étant indépendant des x4 et des Jr; On déterminera À en 
faisant x — x, et en annulant les (x, Jr), ce qui donne 


À = mn 
A — 


2 = 


GIE Pi(En, nh) + R;, ...] EE ROUE 


[ete Pi(En) nn) +R, ..] (To; Yo) 


XXXII. — Problème de l'inversion. 


Le problème de l’inversion formulé par Jacobi consiste 
dans l'intégration des formules 


k= 


P 
Q1(Tx, Yr)dry 


du = 
54 ca J2(Tr, Yx) 
te A TO 
CPE Qp(Tx, Yr)dry 
$ PES Ja Tr; Yk) 


sous une forme donnant les z en fonction des w. Si l’on veut, 
le problème de Jacobi consiste à résoudre les équations 


P 
U; => Pi(Ty, Yk):7 
1 


(1) ua = oc ÿ2), 


Up => Pp(Tx, Yx), 
dont le déterminant est 


Ang DE Ga 71) +. Qa(p Pr) 
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Pour résoudre ce problème, nous partirons de la formule (2) 
du paragraphe précédent, que nous écrirons 


k=p 
NE] o(Tx, Yk) 
U(Tx, Yx) 
Fo | 
HE | 
em le Dei JD — PE m0) — Ro + 


(2) ne À À er ro 
"0 (ar, Va) —Pi(En, nn) — Ri, +. 


Le 


k = mn 


(2 RUE PE nn) + Ra, +. ] [inge|* 
À — J 
Il O[..., (En, nn) + Ra, ...] Lp(ro, Jo) 


= 


En vertu des formules (1), ces formules (2) se simplifient 
et donnent 


s k=p hk=mn : 
A (Tr; YK) pe Of.. %] Uj — Vi(Ëh; NA) — R;, . ds 


er U(Tx, Yx) nr E[..., ui —vi(En, na) — Ri, -..] 


Elles font connaître des fonctions symétriques des æ4 et des 
yr en fonction explicite des w; elles résolvent donc Île pro- 
blème de l’inversion. 

On dit que y, est une fonction abélienne des u;; plus géné- 
ralement, toute fonction symétrique rationnelle des x; et 
des yx sera une fonction abélienne des quantités w. 

Bien que le problème de l'inversion soit théoriquement 
résolu, nous entrerons encore dans quelques détails à son 


sujet. Au lieu de la fonction d nous considérerons la fonc- 
. Fa À0 \ ne À 2 
uon ‘Te ee + À . où À désigne un paramètre variable; 


Ÿ 


nous formerons le produit 


à Ào 
IL C- à) — \PM,+Xr-1M +... +M, 
1 


et, en donnant à À des valeurs particulières, on pourra cal- 
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culer les fonctions abéliennes Mo; MS M; on pourra 


tüiculier prendre BARON 
en particu P és ds 


d’abord, et Th e j’ aet 


d désignant des constantes; pour associer les valeurs corres- 
pondantes de x et de y, on procédera comme 1] suit : 

Imaginons que l’on ait formé l'équation admettant pour 
racines les p valeurs de | 


LA T LA æ V à 
2 FOR TT Se 2 cer 


+ V 18, 
æ— a (5) ] 


2 


Quand on aura calculé les __? > les 
Y — b LA 


s’en déduiront. 


De là résulte que + et y sont des fonctions des x qui ont 
P valeurs se permutant les unes dans les au tres. 

Signalons, en terminant, un cas singulier dans lequel les 
fonctions abéliennes sont indéterminées : c’est celui où le 


déterminant Ÿ' = Qi(ti, 71) QT SARL Q;(2% Yp) est 


nul identiquement. 
XXXIII. — Expression d’une intégrale abélienne de troisième 
espèce au moyen des fonctions 0. 


Considérons la fonction € définie par l'équation 


(O) |: ro > PCT, LISE Re | 


: d 
La fonction ne change Pas quand les +; augmentent de mul- 


: La d à 
uples des périodes : . est donc une fonction monodrome sur 


la surface de Riemann; c’est une fonction rationnelle de x et 
de y : Cest donc une intégrale abélienne. Les infinis de € sont 
donc +; et les %7; Si donc on suppose que 


are ms RE der Fe ! 
Ti =, Y1=N, Die, T;—=N 


g | 4 
[nr V'o(2, R£ …| | 
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et 
! 
Lo — Lo, Ÿe — Vo) ss Th = Lp; YP= Vpn; 


la fonction 


P 
(S) [.: …, Pi — PE, n)—Ÿ vxr yx) + R;, 3 


6 = log 


, P. 
8[...,c—v £", 7) —Ÿ vi(æ, 7e) + Re, “ 
2 


sera une intégrale de troisième espèce aux infinis Ë et E/, Si 
l’on désire que la limite inférieure de l'intégrale soit x,, on 


devra faire 
. P k 
52 
SOL Pi(E, n)—d ver, Yx) 7 R;, .… | 


9 


4 


D — | < 
0[....v— En) vie, ya) + R;, pa 


54 P 
es En) ver Jr) + Ri, “| 


P 
e[...nte,19—Ÿoiton y) + Ra …] 


XXXIV. — Théorème de M. Picard. 


Sr l’équation algébrique 
(1) (x, 7)=0 


est satisfaite identiquement en posant 


mi),  py=Y(t), 


© et à désignant des fonctions monodromes et monogènes 
dans toute l’étendue du plan, cette équation est nécessai- 
rement de genre zéro ou un. 


Pour démontrer ce théorème, on peut évidemment se bor- 
ner à considérer le cas où la courbe représentée par l’équa- 
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tion (1) n’a pas d’asymptotes parallèles aux axes: en d’autres 
termes, si l'on appelle » son degré, on peut supposer que 
l’équation (1) renferme un terme en æ” et en y” 


Soit alors 
Q(x, y )dz 
are Y} 


une intégrale abélienne de première espèce, Q désignant un 
polynôme de degré m — 2. La fonction 


dV :"Q{x, y) dx 
U Pa di 


sera, commexety, une fonction monodrome et monogènedes. 
Je dis que cette fonction n’a pas de pôles. 


ans S Ar : 
En effet, elle ne peut devenir infinie que si A devient 


infini, ou que si? devient infini, ce qui ne peut avoir lieu 


2 


qu’en un point critique de y où l’on a à la fois f = o et fs — 0. 
Examinons ces deux cas. 


dx . x 
1° Siau point {— «on a  — ©» On à nécessairement 


æ—n, car la dérivée d’une fonction synectique est elle- 


même synectique; or, pour de très grandes valeurs de +, on 


a, en série convergente, 


Qi B C 


FAT ami æm ou? axm+i 


. .) 

À, B, C,... désignant des constantes, Sont la première est 
dtéente de zéro, le terme en x”-! existant certainement 
dans f2., Défense æ étant infini pour £ = «, on peut poser 


te a ! d . 

| (t— ap : (é— a)r+i Te.) 
on a alors 

; == (£—a)nn-nw( 1 — x), 


m({— 4) désignant une fonction monodrome et mounogène 


a 
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pour & = a; donc 


; Se = (2 Lie CPL, (C2 2 a), 
2 


&, désignant une nouvelle fonction synectique autour du 
point «. Or m doit être supposé plus grand que 3, puisque, 
pour m»m=—= 5, la courbe (1) est de genre un. Alors 


MR —2n—1>1, 
donc “s est fini quand & = 00 
2° Examinons maintenant le cas où le point x est un point 
crilique de la fonction y; appelons encore « la valeur de # 
pour laquelle x est un point critique &, soit b la valeur cor- 
_respondante de y. On a, dans le voisinage du point x — a, 


CET) 
TR ne 


(x — a)? 
p et q désignant des nombres entiers tels que 
MÉTODO; 


et & désignant une fonction finie dans le voisinage du point 
æ—a; d’ailleurs on doit avoir p < g, puisque l'intégrale 
abélienne V est toujours finie. Mais, x — à s’annulant pour 
t— a, x — «a est de la forme (£ — 4°, n désignant un entier : 
cet entier est au moins égal à q, y devant reprendre sa 
valeur quand x a tourné g fois autour du point &, et seule- 
ment quand æ a tourné q fois autour de a; Mais, £ tournant 
une fois autour de #, x tourne n fois autour de a, el y a repris 
sa valeur : donc x est multiple de q4 et est au moins égal à g. 
On peut donc poser 


æ—a=(t—a)Mw(t), 


À désignant un entier posiuf etw une fonction finie pourt = «. 
Alors 


d dV c 
£ _ ES à — a)—1-wi(é), 


L. — Traite d'Analyse, VS 28 
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N: 6 pes LH NSEOR 
m1 (4) n'étant ni nul ni infini pour £— a : donc = n’est pas 


infini pour £ = &. CCOMMRND: 


Il résulte de là que la fonction sr ne devenant jamais 


infinie pour des valeurs fimies de 4, est synectique dans toute 
l’étendue du plan, excepté pour £ — , et alors la fonction V, 
considérée comme fonction de #, est également synectique 
dans toute l'étendue du plan, sauf pour £ = co. 

Mais l'intégrale abélienne V, quand la courbe (1) est de 
genre supérieur à un, peut être choisie de telle sorte qu’elle 
possède au moins 3 périodes, et x est une fonction triplement 
périodique de V : alors, en ajoutant à V des multiples des 
périodes, on peut obtenir des valeurs de V infiniment peu 
différentes pour une même valeur de x; à ces valeurs de V 
correspondront des valeurs de £ infiniment peu différentes ; 
t variant infiniment peu, x ne varierait donc pas, ce qui est 
inadmissible. Le genre de (1) ne peut donc être que un ou 


zéro. 


XXXV. — Des fonctions de x variables possédant 27 systèmes 
de périodes simultanées. 


Lorsque l’on a 
J(Ti+ Gi, Ta + Wa, ..., Tn + On) = (1; Las +.) Un); 


on dit que la fonction f possède les périodes simultanées w,, 
W2, +.., Wy. La fonction 6 satisfait aux équations 


(1) O(T1 + 2k1T Ve L LTa+242T TRE IH) O(æ1, Ta, DRE 
(2) O(Ti+ 201, do + 200, ...) = e-lEViritO, 


où 
où 
a — Ÿ aij ve 2D; = —) 
2] "tT"J) L OV; 


et où X; et y; sont des entiers quelconques. En vertu de (1), 


ÉTUDE DES FONCTIONS ABÉLIENNES. 435 


9 admet les périodes simultanées 


2TV—1, 0, 0, O0 
0, PR DE AA à 0, 
ROME LS SERRE $ ; À 

0, 0, 0, RAT ÉENT. 


et a, Pi, Yi, à; désignant des constantes, il en sera de même 
de la fonction 


O(Ti + ai, Lo + A, .…..)0(2%1 + Y1, Ta + V2, a 
O(x1+ Ba, Ta + O2, .…..)8(X%;1 + 01; T2 + Vo, se) 


Si entre les constantes 4, B, y, à, on établit les relations 
Mr Prier dr 0, 


la formule (2) montre que cette fonction admettra encore le 
système de périodes simultanées 


Mit» 195 -+-., in; 
31, 22, +... on, 
IE ROSES HEAR VAT APE EEP PP 
Anis An2, +.:, Ann: 


Ceci montre qu'il existe des fonctions de n variables avec 
2n périodes simultanées et sans points essentiels dans le 
prismatoïde des périodes, en appelant ainsi la surface limitée 
dans l’hyperespace par des plans séparés entre eux par un 
intervalle égal à une période, surface analogue au périmètre 
du parallélogramme des périodes dans le cas où il n’y a qu’une 
variable. Nous voilà conduits à étudier les propriétés de ces 
fonctions qui sont une généralisation toute naturelle des fonc- 
tions doublement périodiques. 


Taéorime. — Si l’on considère un système de fonc- 
tions périodiques de n variables sans points essentiels, et 
possédant toutes le même prismatoïde de périodes, fi, 
2 -.., Ân, les équations simultanées 


PAR J2= 82 s….) TVR 
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ont toujours le même nombre de solutions dans le prisma- 
toide des périodes, quelles que soient les constantes dési- 


DILÉCSITAT SNS SIN S fe 


Considérons, en effet, les fonctions f, — 54, fa — 5, ..., 
În — Sn et apphiquons le théorème de M. Kronecker (T. IIT, 


p. 190) à la recherche des solutions de 


fi—S1=0, fa —S2=0, CE 


contenues dans l’espace compris entre la surface du prisma- 
toïde des périodes et les surfaces limitant l’espace dans 
lequel lune des fonctions f au moins est infime; le nombre 
des solutions est donné par une intégrale de la forme 

dNV 

NS 2 
dans laquelle N est une puissance de la somme des carrés des 
modules de f,—5,, f—5:, ... et dans laquelle dV ne 
contient pas 51, 5», . ... Gette intégrale doit être prise le long 
des surfaces considérées. Elle est égale à un nombre entier; 
elle est d’ailleurs continue par rapport à 51, $, . ... Sa valeur 
est donc indépendante de $,, ss, ..., ce qui démontre notre 


théorème. 


XXXVI. — Théorèmes de M. Weierstrass. 


Taéorème I. — Soient u;, us, . .., un, HAT n +1 fonc-. 
tions de xi, La, ..., &n Sans points essentiels à distance 
finie et possédant les 2n mêmes systèmes de périodes 
simultanées; elles sont liées entre elles par une relation 
algébrique. 

En effet, si l’on donne à u,, u», ... des valeurs déter- 
minées, il en résultera un certain nombre Æ fixe de valeurs 
correspondantes de æ,, Zo, -.., æn et, par suite, Æ valeurs 
de un, les fonctions symétriques rationnelles de ces Æ 
valeurs n'auront pas de points essentiels en wi, Us, ..., Un 
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et, par suite, seront rationnelles en-uy, Uo, ss Uns il en 
résulte que unz4 est racine d’une équation de degré Æ dont 
les coefficients sont rationnels en &wy, 2, «++, Un. 
Considérons deux fonctions U et V, telles que w»,,; UÜ et 
V sont racines de deux équations de degrés k à coefficients 
rationnels en w,, Us, + -., Un; quand on se done Las last 
un, il en résulte k systèmes de valeurs des zx; à chacun de 
ces systèmes correspond une valeur de U et l’on peut choisir 
de telle sorte qu’il lui corresponde une valeur de V, de sorte 
que, quand wy, Ur, +--, Un € U sont donnés, V est déter- 
miné; V est donc rationnellement exprimable au moyen de 


D eur et U: 


Taéonkwe I. — Soient fet F deux fonctions ayant 2n 
systèmes de périodes communes et sans points essentiels à 
distance finie, F pourra s'exprimer rationnellement au 


Cry EUR 
0%” ÔXe ROCTLE 


Car f et ses dérivées ont les mêmes systèmes de périodes 


moyen de f, 


que r. 


CoroLLAIRE. — f(Æ1, La, +, Th) étant une fonction ayant 
an périodes simultanées et pas de points essentiels à distance 
finie, il est clair que f(x + Vis Lo + Vos +. .) s’exprimera 
alors rationnellement au moyen de 


FACTOR ZE D} PAU Sn) 
et de leurs dérivées 


SC NE RU of 
0%” 0Xo” Or» 0Y1. On 


XXXVII. — Théorème de MM. Picard et Poincaré. 


Le théorème que nous allons démontrer a été énoncé 
autrefois par Riemann, qui l’a communiqué sans démonstra- 
tion à M. Hermite : il était naturel de le soupçonner, mais sa 
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démonstration était assez difficile ; elle a seulement été don- 
née dans ces derniers temps par MM. Picard et Poincaré 
(Comptes rendus pour 1884). 

Il est facile de voir qu'une fonction de n variables ME 
Toy ++, Æn, bien déterminée et sans points essentiels, ne 
peut avoir plus de 27 systèmes de périodes simultanées; la 
démonstration de ce fait est facile à établir à l’aide des théo- 
rèmes énoncés (p. 217et su1v.). | 

Mais les périodes d’une fonction qui a 2n systèmes de 
périodes simultanées ne sont pas arbitraires, et le théorème 
de MM. Picard et Poincaré met en évidence la manière dont 
ces périodes dépendent les unes des autres. 


Soient 
{ 
pe Dino ss MOURIR REX Wi,9n) 
fé 


23 


Wo1, 99, ….., Won) …, Wo9 97) 


(1) 
9 9 ? 9 1 1 
Op; Op, 00, Onns ++. Wnon 


un système de n périodes de la fonction S(Li::Z2100000S 
st la substitution linéaire 


Li = 11 Xi + W49 Xo +... + WinXn) 
Le = O1 X1 + We X3 +... + Won Xn; 


(2) 
EN RE STAR" EE AN NE 2 

| Tn = Wy] X: + Wno X> "+ et OnnXn) 

transforme f(x,, æ», .. .» Ta) ENIF(X, EX SEEN X AT 

fonction F(X,, X:, ..., X}) aura pour périodes 


! 


LS TO ATEN SET 0; LOE DR ÉCART LT Din; 
(rôës) d 0; 1, O0, LAS 0; T1, T9; …..) D2n ; 
.) 19 Pad QT. | L2 ; vie 2 pores ASE, .,; 
OO; CO CR TT OMR Dis : Ones L.. DAS 


les quantités w;; satisfaisant à la condition | 
TD; j — T j;. 


Exprimons en effet rationnellement la fonction f'au moyen 
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de n + 1 fonctions aux périodes (1), à savoir 


U:, Ua, .….., Un Un+1: 


4 


On sait qu'on peut l’exprimer rationnellement au moyen de 
ces fonctions, si elles sont convenablement choisies, et que 
l’on peut supposer Una fonction algébrique de uw, Us, -.., 


un (p- 436). Des relations 


HUPSURE 
QUE ne di + 


du; ou; 
Ata+...+ — den, 
0La 0Œn 


on tire d’autres relations de la forme 


dx; = P:1 du: SE P,9 du» nel Pirdur, 


1 SIMIENNERREREE LE 


AL = pr du + P yo du» —- OC + PSdur: 


Pr? , ou; È . 
et, comme les dérivées Fa peuvent s'exprimer rationnellement 
Î 


au moyen de &y, Us, +++, Unyt les coefficients P;; seront 

aussi des fonctions rationnelles de wi, Us, +++, Un € de la 

seuleirrationnelle #,4,, fonction algébrique deu, U»,.:., Un: 
Faisons alors 


Us = Pa(t), Ua = ot), Cr Un = Pn(t), 


Dis Pay +.) Pr désignant des fonctions rationnelles de €. En 
vertu des équations (3), les æ seront des intégrales abéliennes 
de première espèce dans lesquelles la fonction algébrique un: 
sera définie par l’équation 


OC, Pa, +. Pn Un+1) = 0; 


Au, Uo, -.., Unyi) 0 désignant la relation qui lie entre 
eux les u; et cette équation sera irréductible si les © sont 
quelconques ; de plus, nos intégrales abéliennes seront linéai- 
rement indépendantes. Les périodes de ces intégrales sont de 


la forme 
Mi Wi1 + Mo Wy9 +... «+ MonW1,2n) 


M On + MWn2 +... + MonWn,2n) 
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el 1] existe entre ces périodes des relations de la forme 


, Cij VaiOB ; —= O, Cii —= 0, Cij — C'ji. 


On'a vu qu’en effectuant sur les intégrales abéliennes une 
substitution linéaire on obtenait des périodes normales, 
c'est-à-dire telles que (1 bts), ou du moins telles que (1 bis) 
multipliées par 2 V— 1, ce qui revient au même pour l’objet 
que nOUS avons en vue. Ainsi se trouve établi le théorème de 


MM. Poincaré et Picard. 


CoRoOLLAIRE. — De là résulte un théorème important ; 
c’est que 


Toute fonction de n vartables sans points essentiels, 
Possédant 2n systèmes de périodes, peut s'exprimer ra- 
tionnellement au moyen des fonctions 0. 


En effet, on peut l’exprimer rationnellement au moyen de 
fonctions ayant un système de périodes normales, fonctions 
qui s'expriment rationnellement au moyen des fonctions ©. 


XXXVIII. — Théorème de M. Poincaré. 
Proposons-nous de trouver le nombre des solutions com- 


munes aux équations 


| O(T1— C1, MIT ICI SE Tp — Cip) = 0, 


O(Ti— C1, Pa PF Uag ass Tp — Cip) =0, 


(1) 
P2) ..., SUR ape Cpp)= 0, 
contenues dans un prismatoïde des périodes, formules où 


(x, Los .. . Th) —= eAiXi+Adjnin;, 


À cet effet, appliquons le théorème de M. Kronecker(t. IT, 
P: 190) au système (1) pour un prismatoïde de périodes, et ob- 
servons que, l'intégrale de M. Kronecker étant fonction con- 
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tinue des paramètres qu’elle renferme, tant que les fonctions @ 
ne s’annulent pas toutes à la fois sur la surface du prismatoïde 
des périodes, et, même dans cette hypothèse, si une solution 
sortait du prismatoïde des périodes, en vertu de la périodi- 
cité, il en rentrerait une autre. Cette intégrale conserve donc 
la même valeur entière; nous en profiterons pour faire varier 
les coefficients &ij et ramener la fonction @ à‘la forme 


O — ÿ eËnixi— Dan? 
O — À 1 ( ÿ emixe-aint | ; 
/ 


La fonction © est alors un produit de fonctions @ à une seule 


ou 


variable ; mais, dans un parallélogramme des périodes, la fonc- 
tion elliptique 6 n’a qu'un zéro : le nombre des solutions 
communes aux équations (1) sera donc 1.2.3...p dans le 
cas particulier que nous examinerons et, parsuite, 1.2.3...) 
dans le cas général. 

Ce théorème a été démontré par M. Poincaré dans le 
Bulletin de la Société mathématique de France pour 1883. 


CorozLaIRE. — Il résulte de là qu’un système de p fonctions 
de p variables possédant 2p systèmes de périodes communes 
reprend au moins (2p)! fois le même système de valeurs simul- 
tanées dans un prismatoïde des périodes. 


NOTE. 


NOTE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 


Le Calcul différentiel et intégral étant pour nous, surtout, 
l’analyse des fonctions continues, nous avons écarté systéma- 
tiquement l'étude des fonctions discontinues; nous avons 
cependant fait observer (t. III, p. 17) qu’une fonction pou- 
vait avoir une intégrale sans être continue ; nous allons faire 
connaître ici la condition nécessaire et suffisante d’après 
Riemann pour qu’une fonction admette une intégrale. 

Une fonction qui ne croît pas au delà de toute limite dans 
un certain intervalle et qui dans le même intervalle ne décroît 
pas non plus au delà de toute limite a nécessairement dans 
cet intervalle ce que nous pouvons appeler un maximum 
absolu et un minimum absolu, c’est-à-dire qu'il doit exister 
une quantité M qu’elle ne peut dépasser, mais dont elle peut 
différer d'aussi peu que l’on veut. Nous avons vu que ce maxi- 
mum M était effectivement atteint quand la fonction était 
continue (Note au Tome [); de même il existe une quantité 
m au-dessous de laquelle la fonction ne peut pas descendre, 
mais dont elle peut approcher autant que l’on veut, et qu’elle 
atteint effectivement si elle est continue. 

Quand une fonction dans un intervalle (a, b) ne pourra 
ni croître, ni décroître au delà de toute limite, nous dirons 
qu’elle est /mitée dans cet intervalle. Nous appellerons 
oscillation d'une fonction limitée dans un intervalle (@, b) 
la différence entre son maximum et son minimum absolu 
dans cet intervalle. 
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Théorème de Riemann. 


Pour qu’une fonction f(x) limitée tant inférieurement 
que supérieurement dans un intervalle (a, b) puisse étre 
intégrée entre les limites a et b> a, ül Jaut et il suffit 
que : l’intervalle (a, b) ayant été partagé en d’au- 
tres infiniment petits et infiniment nombreux CHARTE): 
PU. X, (Æn_1, db), la somme s de ces intervalles, 
dans lesquels l’oscillation est supérieure à une quantité 
finie fixe :, puisse étre prise moindre que toule quantité 
donnée. 


En effet, MID DOSONS TT NE To Te Le manie b et 
ô EN N À 
Ve 012 La — Li — 0ù, T3 — Le — 03, ...) 


soient M}lemaximum absolu de f(x) dansl’intervalle(æx_;, Lx); 
m; Son minimum absolu et D; M} — m4 l’oscillation. 


= 
1° Je dis que la somme DM a une limite quand on fait 
A | 
croître ? indéfiniment : en effet, en appelant x la plus grande 
des quantités M}, on a 


d'u< DX7 ou <u(b—a) 


. . . | as DS 
Si alors, pour calculer la limite de DM on subdivise les 


intervalles (a, æ;), (x1, æ3); -., la. somme DM se 


trouvera remplacée par une autre qui ne pourra pas être 
moindre que la précédente, mais qui sera toujours inférieure 
à m(b— a); si donc on fait croître le nombre des intervalles 


os . | ’ . 
par subdivisions successives DM ira en croissant sans 
dépasser (db — a): il aura donc une limite L. Maintenant je 
dis que, de quelque manière que croisse le nombre n, DM Ôk 


aura la même limite L. En effet, soit TS EŸ AIN LE M CD OL 
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(Yp_1, db) un mode de subdivision (A) formé de tous les 
points de division communs à deux modes 


(B) (a, Ti) (ra Ta) TRE 
(G) (Gi 31); (sa, SU, Ce 
en sorte qu'un y soit égal à un x ou à un z. Soient "ARE 
les sommes D Mdr relatives à ces trois modes de subdivi- 
SION ; Sa — 5 peut être pris moindre que _ Se — Sc également ; 


donc s, — sx peut être pris moindre que +; donc D Mix aune 


limite unique et bien déterminée. 


KT 
2° La somme D mx a une limite bien déterminée. 
Ver Ù 


3° Il en résulte que DM — mx) dx ou D Drôr a une 


limite bien déterminée et, si cette limite est nulle, la quantité 


DOC 004), 


6x étant compris entre o et 1, aura la même limite que D Mièx, 
s . - e . , N L , 
ou que à m9, aura une limite bien déterminée; or cette der- 
| b 
nière somme est la valeur de l'intégrale “l f(æ)dx : ainsi 
«a 


cette intégrale existera si lim S Dyôx— o. Telle est la véri- 


table condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale 
existe, et si f est continue, D} étant aussi petit que l’on veut, 


DU est moindre que e(b — a), & étant aussi petit que 
l’on veut; par suite, lim Ÿ Dxôx est nul et l'intégrale existe 
comme on l’a vu au tome III. 

Pour que D Dr ait pour limite zéro, il suffit que la 


somme s des intervalles dans lesquels D; >> < tende vers zéro; 
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en effet, la somme des intervalles dans lesquels D; < + est 
b — a — 5, et l’on a évidemment 


D Drdx < e(b—a—s)+se, 


@ désignant la plus grande valeur de Dy. Or e(b — a —s) 

pouvant être pris aussi petit que l’on veut, il suffit que s ait 

pour limite o, puisque @ est fini, pour que l'intégrale existe. 
CRUE TE 


N. B. — Ces considérations permettent de donner plus 
de généralité que nous ne l’avons fait à la théorie des séries 
trigonométriques; mais les développements qui en résulte- 
raient appartiennent, 1l me semble, à une branche de l’Ana- 
lyse qui ne fait que de naître et qui ne nous sera d'aucune 
utilité dans la suite de cet Ouvrage. 


FIN DU TOME QUATRIÈME. 
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{2 Aa. 3 P k 
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nombre entier. 


129 6 (=) 


129 17 (27) (ax)r 

3 : X2 X: 

199 9 en remontant ere EX, RE 
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181 3 sin0 sin?0 
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Tome IV. 


Au lieu de 
égale 
surface finie E’ 
DER Ce ANG" 
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OM + OM’ 
 OM.OM' 
M 
fonction de T 
sphères 
[(pæ+gy)F2y 
os D © es 1 fe 
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NEO 
supprimez le point 
Mettez u entre parenthèses 
2K 


K 
= O(x), —=H(zx) 
K 
NE (+ R'y25) 
formule (2) 


2C4K+(d+1:) 
4.28"K 


Lisez 
inférieure 
surface finie, £’ 
LU CTP eS 
OM'+ OM’ 
OM'.OM" 

M' 
fonction de # 
cercles 
[(Pz+gy)27} 
as + 83 + VE 


en 
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29 +2g* 
K 
2K 
= 8,(x), H,(x) 
K' 


Tee ÿ=—1) 


formule (3) 
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+ 2qg* 


fo] 
— 3qt 
J'CAVENT 
K, 
C.{K+(2d+7r) 
ses 


au lieu de : Qt (- q° cos + a) 9° cos TE + Dita 


LT 
# PSE = 2 4 
lises : Q2gqf sin = æ ce (: 2g° COS + q 
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GAL 
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20 = 
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107 Lg 
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dz 
Z — TZ 
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K' V FR 
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Gi» Ge 
ds 
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+90 M F2 
(Ze, ÿ2) 
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